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위대 한 령 도자 김정일 대원수님께서는 다음과 같이 말씀하시였다. 

《수학은 모든 자연과학의 기초로 될뿐아니라 사회현상을 연구하는데서도 중요 
한 수단으로 됩 U 다. 수학교육을 강화하는것은 자라나는 새 세대들외 과학적인 사 
고능력을 키워주는데서 중요한 의외를 가집니다.》 

정보산업시대，지식경제시대에 들어선 오늘 수학의 지식과 방법을 모르고서는 
현대과학과 기술을 배울수도 없고 발전시킬수도 없다. 바로 그렇기때문에 수학은 
모든 자연과학의 기초로 될뿐아니라 사회현상을 연구하는데서도 중요한 수단으로 
된다. 

시대의 변천에 따르는 사람들의 생활과 실천의 요구로부터 수와 도형에 관한 
단편적인 지식의 축적으로 발생한 수학은 오늘 모든 과학과 기술의 기초로 되는 
현대 수학으로까지 발전하여 왔다. 

수학을 잘 배워 그 방법을 잘 익히면 머리가 트이고 모든 사물현상을 조리있 
게 보고 판단하는 힘이 생기며 과학적인 사고능력을 키울수 있다. 

아무리 복잡한 수학공식 이 나 원 리 라고 하여 도 자기 머 리 로 사고하고 처 음부터 
리치를 차근차근 따져가면 그것을 확고하게 습득할수 있다. 또한 깊은 지식을 습 
득하고 수학적지능을 키워나가면 아무리 복잡한 문제라도 쉽게 풀수 있으며 새로 
운 공식도 발견할수 있다. 

4학년 수학에서는 함수의 지 식을 넓혀가면서 여 러 가지 식들，도형의 크기관계， 
수렬 등을 배운다. 

우리는 자기 땅에 발을 붙이 고 눈은 세계를 보며 조선을 위하여 배우고 또 배워 
내 나라，내 조국을 과학과 기술로 빛내이는 앞날의 훌륭한 인재가 되여야 한다. 

















모,외^^ ► 
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1. 평행직선에서의 비례선분 


제1절. 비례선분 


짢效哀功 


그림 1一1의 1) 에서 AB // CC ，1 면 AABC 의 면적과 AABCi 의 
면적은 같다. 



그림 l ) 에서 

S ( A \ BD ) _ BD S ( A 乂 BD ) _ BD 
S ( A \ DC ) _ DC ， S (， ABC ) ~ BC 
인가? 여 기서 S ( AABD ) 는 AABD 의 면적 을 표시한것 이 다. 


정리 1. 3각형의 한 변에 평행인 직선은 다른 두 변을 

비례하는 선분들로 나는다. 


조건. AABC 에서 DE // BC ( DGAB , EGAC ) 


M AD AEfAD AE DB EC 、 
년 니 DB ~ EC^AB ~ AC ? AB ~ ACJ 


(증명) 첫째 비례 식을 증명하자. 

점 표와 B 를 맺고 점 표에서 직선 AB 까지의 거리를 h 라고 하자. 


—. AD h 

S(AADE ) 2 AD 

s(adbe ) = IdbI = DB 

2 

마찬가지 로 

S( A AED) AE 

S( ADCE) = 

그런 데 DE//BC (조건)이 므로 
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S ( ADBE )= S ( ADCE ) 


그림 1-2 

























































S(AADE) S(AAED) 
S(ADBE) = S(ADCE) 

따라서 식 (1) 과 (2) 로부터 

AD _ AE 
DB ~ EC 

나머지 두 비례식도 마찬가지로 증명된다. 




그림 1_3 에서 L // m // 자이면 


AB _ A 1 B 1 
BC ~ B l C l 


인가? 




그림 1-3 


계. 세 평행직선은 그것들과 사귀는 두 직선에서 
비례하는 선분들을 끊어낸다. 


문 제 

1. 그림 1-4 에서 BiB / ZCCi 이면 

스드 스도 

AB ~ 

이 다. 왜 그런가? (점 A 를 지나며 BBi 에 
평행인 직선을 긋고 생각하여보아라.) 

2. AABC 에서 DE//BC ( D ^ AB , EGAC ) 이고 
AD =1.5 cm , DB =2 cm 일 때 다음 비들의 

값을 구하여 라. 

AD AD AE EC 

BD ? AB ? AC 9 AC 

3. AABC 에서 BC // BiCi ( BieAB , Ci ^ AC ) 이고 AB =3 cm , BiA =2 cm , C 1 C =4 cm 
일 때 AC : 의 길이를 구하여라. 

4. AABC 에서 가운데선 AM 에 평행인 직선을 임의로 그어 AB , AC 또는 그 
연장선과 사귀 는 점 을 각각 D , E 라고 하면 AD : AE = AB : AC 임 을 증명하여 라. 


E 






























5. 평행 4 변형 ABCD 의 대각선 AC 의 임의의 한 점 묘를 지나는 한 직선과 AB, B 
C, CD, DA 및 그 연장선과의 사귐점 을 각각 M, N ， M， , N ， 라고 하면 

PN • PM=PN' • PM' 

임 을 증명 하여 라. 

다음은 정 리1의 거물정 리를 보자. 


정리 2. (거꿀정리) 3각형의 두 변을 비례하는 선분들로 나누 
는 직선은 셋째 변에 평행이다. 


조건. 


A ABC 에 서 

AD AE^AD AE DB EC 、 


AC 


DB EC AB AC 


AB 

결론. DE//BC 

(증명) 점 D 에서 BC 에 평행인 직선을 긋고 
AC 와 사귀는 점을 E : 이 라고 할 때 

DE 와 DE : 이 일치한다는것을 밝히면 된다. 

AD AE { 


(DEAB, E^AC) 


그런데 


AB AC 
AD AE 


(정리 1) 


AB AC 
AE AEi 


(조건) 이 므로 


AE=AE 



C 


AC AC 

따라서 점 묘는 E: 과 일 치하며 DE 


1 — 


DE : 과 일 치한다. 


정리 2에서와 같이 어떤 두 도형 (두 점，두 선분，…)을 
일치시켜서 증명하는 방법을 동일법이라고 부른다. 


문 제 

1. AABC 에서 변 BA 의 연장선에 점 D 를 찍고 BC 의 연장선에 점 묘를 찍었다. 
다음과 같은 경우에 AC//DE 인가? 

1) AD : AB =4:3， BC =1.2 m ， BE =2.8 m 

2) AD : BD =8.5:11， BC = 음 ：CE 

2. AABC 의 아낙에 한 점 O 가 있다. 선분 OA 에 AK : KO = l :2 인 점 災를 찍고 


























점 K 에서 AB, AC 에 각각 평행인 직선을 그어 OB 및 OC 와 사귀는 점을 각 
각 L, M 이 라고 하면 BC//LM 이 다. 증명하여 라. 

3. AABC 의 변 AB, AC 의 임의의 점을 각각 D, E 라고 하자. 점 D 에서 BE 에 
평행인 직선을 그어 AC 와 사귀는 점을 F 라고 하고 점 E 에서 CD 에 평행인 
직 선을 그어 AB 와 사귀 는 점 을 도라고 하면 GF//BC 임 을 증명하여 라. 




AABC 의 변 AB 를 3 등분하고 그 나눙점 Di, D 2 를 각각 지 나며 

BC 에 평행인 직선을 그어 AC 와 사귀는 점을 각각 Ei, E 2 라고 
할 때 (그림 1-6) A 


1 . 선 분 DiEi = l 이 라고 하고 
D 2 E 2 , BC 의 길이를 DiE 

로 표시해 보아라. 

2 AP 1 = A * = D . E , 

. 7히근_ BC ’ 

AD 2 _ AE 2 _ D 2 E 2 

AB AC BC 

인가? 



’2 


c 


정리 3. AABC 에서 DE // BC ( DeAB , EGAC ) 이면 

AD _ AE _ DE 
AB ~ AC ~ BC 


(증명) 그림 1-7 에 서 DE//BC (조건)이 므로 정 리 1 과 계 에 의하여 

AD AE ( . 

-=- ⑴ 

AB AC 




그림 1-7 

점 E 에서 AB 에 평행인 직선을 긋고 직선 BC 와 사귀는 점을 F 라고 하면 


AE _ BF 
AC ~ BC 


(정리 1) 


여 기서 BF=DE (평 행 4 변형의 맞은변)이 므로 
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(1) 과 (2) 로부터 


AE _ DE 
AC ~ BC 


⑵ 


AD _ AE _ DE 
AB ~ AC ~ BC 


문 제 

한 점 O 에서 사귀 


세 직선이 그림 1-8 과 같이 평행인 직선과 사귀면 
_ 미이 A . B , _ AB 
AB BC ? B . C , BC 


이다. 왜 그런가? 



2. 도면에서 거 리를 정밀하게 젤 때 제형자를 쓴다. 그림 1-9 에서 AB 의 작은 한 
눈금은 1 mm 이 다. 이 제 형자를 쓰면 1 mm 눈금사이 를 다시 10등분하지 않아도 
0.1 mm 까지 젤수 있다. 



1) 그림을 보고 선분 MN 의 길이를 구하여라. 

2) 그림에서 EF =0.6 mm 이다. 왜 그런가? 

3. AABC 의 변 AB , AC 에서 각각 점 

D , 묘를 잡되 BD = CE 로 되게 하고 
직선 DE 와 BC 의 사귐점 을 F 라고 
하면 DF : EF = AC : AB 이다. 

증명 하여 라. ( AB 퓨 AC ) (그림 1-10) 


A 



그림 1-10 
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4. 제형 ABCD 의 밑변 BC 에 평행인 직선이 AB, AC 와 사귀는 점을 각각 E, F 
라고 하고 DE, DF 의 연장선과 직선 BO} 사귀는 점을 각각 G, H 라고 하면 
GH=BC 임 을 증명하여 라. 

5. AB〉AC 인 AABC 에서 변 AB 에 AC 와 같은 AD 를 잡고 가운데선 AM 과 CD 
의 사귐점 을 모라고 하면 AB:AC=CP:DP 임 을 증명하여 라. 

6. 제형 ABCD 의 대각선 AC, BD 의 사귐점 O 를 지나 평행인 변 AD, BC 에 평 
행되게 그은 직선이 옆변 AB, CD 와 사권 점을 각각 E, F 라고 하면 다음 같 
기식 이 성 립 한다는것을 증명하여 라. 

1 1 _ 2 
AD BC ~ EF 


2. 비례선분그리기 

ai I ) 주어 진 선분 AB 를 2:3의 비 로 나누어라. 

그리기 

① 점 A 와 B 로부터 서로 평행인 반직선들을 
AB 에 관하여 반대쪽에 긋는다.(그림 1-11) 

② 거기에 같은 선분들을 A 로부터 두개 (AC), 

B 로부터 세개 (BD) 끊 는다. 

③ C 와 D 를 맺는다. 

④ CD 가 AB 와 사귀는 점 모를 구한다. 

이 점은 AB 를 2:3으로 나눈다. 

선분 AB 의 점 M 에 대하여 AM:MB =『6 이면 점 M 은 선분 AB 를 의 

비로 내분(아낙나눔)한다고 말한다. (그림 1-12) 

I __ I _ I _ I 一 _ I 一一 I - 1 - u 

A MB N 

그림 1-12 

선분 AB 의 연장선의 점 N 에 대 하여 AN : BN = a :6 이 면 점 N 은 선분 
AB 를 “ : 6 의 비 로 외분 (바깥나눔)한다고 말한다. 

31 주어 진 선분 AB 를 3:5의 비 로 줄여 라. (그림 1-13) 

그리기 

① 한 끝점 A 로부터 반직선을 하나 긋는다. 

② 그 반직선에 점 A 로부터 같은 선분을 5 번 끊 는다. 
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r 



그림 1-11 
















③ 다섯번째 나능점 C 를 B 와 맺는다. 

④ 세번째 나눙점 D 를 지나며 CB 에 
평행인 직선을 그어 AB 와 사귀는 
점 Bi 을 구한다. 

AB 1 : AB = 3 : 5 



제 


C 



1. AABC 의 변 AB 를 2:1로 내분하는 점을 P , 변 AC 를 3:1로 외분하는 점 
을 Q 라고 하면 PC // BQ 라는것 을 증명하여 라. 

2. 선분 AB 를 하나 긋고 다음과 같은 비 로 나누어라. 

1) 3:4 2) 5:3 3) 2.5:2 4) 

2 3 

3. 선분 AB 를 하나 긋고 그것을 다음과 같은 비로 외분 및 내분하여라. 

1) 3:2 2) 2:1 3) 5:2 4) 3:8 

4. 선분 AB 를 하나 긋고 다음과 같은 비로 줄여 라. 

1) 2:3 2) 5:6 3) 2:2.5 4) -:2 
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련습 문제 


지점 A 에서 강건너편에 보이는 지점 B 까지의 거 
리를 알려고 그림 1-14 에서와 같이 점 Bi , Ci , 


B 


C 를 정하고 A 로부터 그 점들까지의 거리를 재였다. 

CQIAQ , 이고 AC =4.5 m , ACi -3.5 m , 

CiB ^ lOm 일 때 AB 는 얼마인가? 

2. AABC 의 밑변 BC 에 평행인 직선이 옆변과 
사귀는 점을 각각 Bi , 이이 라고 하면 AABiQ 과 
AABC 의 밑변의 비는 그 밑변에 그은 높이의 비 
와 같다. 증명하여 라. 

3. 총으로 목표판을 겨 눌 때(그림 1-15 에 서 A 는 조문， M 은 조성 의 중심， N 은 
조준점) 조성의 중심 M 이 1 mm 편차되게 조준하면 총알이 목표판에 얼마나 
빗맞겠는가? AM =38 cm ， AN =100 m 로 보고 계산하여 라. 



■，때 1 



Ai C 
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그림 1-15 


E 
















4. 학생 이 나무의 높이 를 재 기 위하여 C 

그림 1-16 과 같이 삼각자의 빗변의 
연장선이 나무의 꼭대기 C 를 지나도록 
하였다 • ( ABi // A () Co ) BiB -30 cm , 

BiA =40 cm , 학생으로부터 나무밑까지 
의 거리 A 0 Co =16 m ， 그 학생의 눈 
까지의 높이 AAO =1.5 m 일 때 나무의 
높이 를 구하여 라. 

5. AABC 의 정점 A 에서 그은 높이를 AD 라고 할 때 BD =15 m ， DC =27 m ， AC = 
45 m 이 다. BC 의 수직 2 등분선이 직선 AC 와 사귀는 점을 E 라고 할 때 선분 
AE 의 길이를 구하여라. 

6. 4각형 ABCD 의 한 변 AB 의 임의의 한 점 A : 에서 대각선 AC 에 평행인 직선 
을 그어 BC 와 사귀는 점을 Bi , 퍄에서 BD 에 평행인 직선을 그어 CD 와 사귀 
는 점을 Ci , 다에서 ◦쇼에 평행인 직선을 그어 AD 와 사귀는 점을 1가이라고 
할 때 4각형 AiBiCiD^l 평 행4변형 이 라는것 을 증명하여 라. 



7. 그림 1-17 에서 BD = DC 이고 AD // GE 이 다. 
이 때 다음것 을 증명하여 라. 


AG _ ED 
AC ~ BD 


AG _ AC 
AF ~ AB 


8. AABC 의 변 BC 에 BE = 


一 BC 되게 점 E 를 찍고 



그림 1-17 


변 AC 의 가운데 점 을 D 라고 하면 BD 는 AE 에 

의하여 2등분된 다. 증명하여 라. 

9. AABC 의 변 BC , CA , AB 혹은 그 연장선 
과 임의의 직선과의 사귐점을 각각 D , E , F 
라고 할 때 (그림 1-18) 

쁘.뜨.스느 i 

DC EA FB 

임 을 증명 하여 라. (메 네 라우스의 정 리) 

10. AABC 의 변 BC , CA , AB 혹은 그 연장선의 점을 각각 D , E , F 라고 하자. 

이 점들가운데서 하나가 또는 모두가 연장선에 있고 

BD CE AF , 

DC EA FB 

이면 D , E , F 는 한 직선에 놓인다. (메네라우스의 정리의 거물정리) 증명하여라. 

11. 직선도로우의 두 점 A , 묘에 높이가 같은 가로등이 있다. 직선 AB 를 따라 A 로 
부터 B 로 가는 사람의 앞뒤에 생기는 그림자의 합이 일정 함을 증명하여 라. 

12. AABC 안의 임의의 한 점 P 를 지나 변 BC , CA , AB 에 평행인 직선을 긋고 
세 변과의 사귐점 을 각각 D , E , F , G , H , K 라고 하면 



B 
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de + fg + hk = 2 

BC CA AB 


임 을 증명하여 라. 

바른 AABC 의 변의 길이는 a 이고 M , N 은 각각 AB , AC 의 가운데점， D 는 
MN 의 임의의 한 점， BD , CD 의 연장선이 AC , AB 와 사귀는 점을 각각 E , 


F 라고 하면 1 + 1의 값은 ( ) 이 다. 

CE BF 

1) - 2) - 3) - 4) D 의 위치에 따라 변한다. 

a a a 


제2절. 닮음도형 


1. 닮음도형 






그림 1- 20은 어떤 지역의 략도인데 크기가 서로 다르다. 


대응하는 두쌍의 지점들과 각들을 재고 거리들의 비와 각들의 
크기 를 비 교하여보아라. 



































두 도형에서 대응하는 선분들의 비가 다 같고 대응하는 각들의 
크기가 같을 때 그 두 도형은 닮았다고 말한다. 

두 도형 F 와 이 닮았다는것을 

F 。。 

과 같이 표시한다. 

닮은 두 도형에서 대응하는 선분들의 비를 닮음비라고 부론다. 


문 제 

1. 그림 1-20 에서 ①에 대한 ②의 닮음비가 2라면 ②에 대한 ①의 닮음비는 얼마 
인가? 

2. 축척 1:300 000인 지도에서 실제거리 450 km 는 얼마의 길이로 나타나겠는가? 

3. 도형 F 에 대 한 도형 F : 의 닮음비는 3，도형 에 대 한 F 2 의 닮음비를 2라 
고 할 때 

1) F 에 대한 F 2 의 닮음비는 얼마인가? 

2) F 2 에 대한 心의 닮음비，에 대한 묘의 닮음비는 얼마인가? 

또 F 2 에 대한 묘의 닮음비는 얼마인가? 


2. 중심닮믐변환 




아래의 두 그림에서 작은 도형에 대한 큰 도형의 닮음비는 2이다. 

1) 그림 1-21 에서 점 M 에 대응하는 점 . 을 구하여 라. 

2) 그림 1-22 에서 도형 은 점 O 를 중심으로 잡고 도형 Fi 
2배로 늘인 그림이다. 비 AiDi ： AD , 어다: DC 는 얼마인가? 
ZA 와 스쇼:를 비교하여라. 
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Ci 



평면에 한 점 ◦와 정수 切ᅡ 정해졌을때 도형 표의 매 점 A 를 반직 
선 OA 에서 OA ， 쇼 OA 로 되는 점 成로 넘기는것을 점 O 를 닮음중심으 
로 하고 수 k 를 중심닮음비로 하는 중심닮음변환이라고 부른다. 

그리고 이것을 간단히 중심닮음변환 (X O ) 로 표시한다. 


여기서 

k 〉1이면 은 F 를 소배로 늘인 도형， 
소<1이면 은 묘를 소배로 줄인 도형， 

소=1이 면 은 F 와 일 치하는 도형 

이 다. (그림 1-2 3) 



문 제 

1. 그림 1 _ 24과 같이 된 도형을 다음과 
같이 각각 중심닮음변환하여 라. 

1) 중심닮음변환 (3， B ) 

2) 중심닮음변환 (|， C ) 

3) 중심닮음변환 (포， P ) 

3 


A 



C 


2. 다음 도형 들을 주어 진 점 에 대 하여 중심닮음변환하여 라. 
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그림 1-25 

3. 선분 AB 를 하나 긋고 직선 AB 밖에 
한 점 O 를 찍 어 라. (그림 1-26) 

중심닮음변환 (3, O ) 에 의하여 점 A , 

묘에 대응하는 점 Ai , 퍄을 구하여 라. 



k=l.b 


% 

Q 


A 



B 


그림 1-26 


정리 1. 중심닮음변환에 의하여 선분은 그에 평행인 선분으로 
넘어가며 이 선분의 주어진 선분에 대한 비는 중심닮 
음비와 같다. 


(증명) 주어 진 선분을 AB 라고 하고 중심 닮음 
변환 (X O ) 에 의 하여 A _> A b B^Bi 
라고 하자. 그러면 

으쓰=으生(야) 

OA 0 B 

따라서 변환 ( k ， O ) 에 의하여 선분 
AB 는 선분로 넘어 가고 
AB / Z^Bi 이다. 


Ai 



그림 1-27 


AB 

AA 


0 A 

OA^ 


(=k) 


계. 중심닮음변환에 의하여 반직선(직선)은 그에 평행 
인 반직선(직선)으로 넘어간다. 


정리 2. 중심닮음변환에 의하여 각은 같은 크기의 각으 
로 넘어간다. 


(증명) 주어진 각을 ZBAC 라고 하자. 
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Cl 


중심닮음변환 ( k , o ) 에 의하여 
ZBAC 가 스^시다로 넘어 간다 
고 하자. 

이 때 정 리 1에 의하여 

AB // A1B1 , AC // A1C1 
따라서 ZB AC = ZB1A1C1 



_fl 

중심닮음변환에 의하여 도형 표가 1^로 넘어가면 표와 
은 닮고 그 닮음비는 중심닮음비와 같다. 

U - —— - 


문 제 

1. 중심닮음변환에 서 직 선 AB 가 닮음중심 O 를 지 나는 경 우에 는 대 응하는 직 선 
사퍄은 직 선 AB 와 일 치한다. 왜 그런가? 

2. 논밭이나 건설물터전 같은것의 도면을 그리려고 할 때 평판측량을 한다. 

그림 1-29 는 평 판측량에서 구역 ABCDE 의 줄인 그림 (닮음도형)을 그리 는 한 
방법 을 보여주고있 다. 


E D 




1) 이때 측량기의 추가 가리키는 곳은 거리를 재는 기준점이다. 

이 점은 도면에서 무슨 점에 해당하겠는가? 

2) 축척 1:1 000으로 그리 기 위 하여 서 는 중심닮음비 를 얼 마로 잡아야 하는가? 

중심닮음변환을 리용하는 그리 기 문제 를 보자. 

례 ) 중심각이 I 족각인 부채형 OAB 가 있다. 바른4각형 CDEF 를 그리는 
ᅲᄂ변 DE 는 반경 OB 에 놓이고 정점 C , F 는 각각 반경 OA , 활등 
@에 놓이도록 하여 라. 
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그리기 

① 정점 Di , E : 이 반경 OB 에，정점 Ci 

이 반경 OA 에 놓이는 어떤 바른4 
각형 을 그린다. 

(점 이 활등 ABi 놓이는 조건제외) 

② 바론4각형 아어&心을 중심닮음변 환 

정점 Fi 의 대응점 묘가 활등 
@에 놓이게 하자. 

이때 얻어지 는 4 각형 CDEF 는 주어 
진 조건을 만족시키 는 바른 4 각형 이 
다. (그림 1-30) 

문 제 

1. AABC 에서 ZB =45° ， ZC =60°, 높이 AH =3 cm 이 다. 그 3 각형을 그려 라. 

2. AABC 에서 AB : AC =3:2, ZA =60° 이고 가운데선 AM =3 cm 이다. 그 3 각형을 그 
려 라. 

3. 평행 4 변형 ABCD 에서 ZB = 60°, AB:BC = 2:3, AC = 8 cm 이다. 이 평행 
4 변형 을 그려 라. 

4. 주어 진 ZXOY 의 두 변 OX , OY 에 접하며 이 각안에 있는 점 P 를 지 나는 원 
을 그려라. 

5. 대각선과 한 변의 합 L 을 알고 바른4각형을 그려 라. 

6. AABC 에서 ZA = a , 정점 A 에서 그은 높이 AH = h a , BH : HC = m : 자이다. 
그 3 각형을 그려 라. 

3. 3각형의 닮음조건 

두 3 각형에서 대응하는 각이 다 같고 대응하는 변들의 비가 다 갈으면 두 3 각 
형은 닮은 3 각형 이 다. 

그러나 매번 이런 조건을 다 알아보고 닮음을 알아내는것은 불편하다. 

이런 조건들가운데서 몇가지만 알아보고도 닮음을 알아낼수가 있다. 

3 각형의 합동조건 〈〈세 변조건〉〉，〈〈 변각변조건〉〉，〈〈 각변각조건〉〉에 따르는 3 
각형의 닮음조건을 보자. 


A 



정리 3. 두 3각형에서 세쌍의 대응변의 비가 다 갈으면 그 
두 3각형은 닮았다. 
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조건. AABC 와 에서 

A# = B 1 C 1 = C 1 A 1 (= 足 ) 

AB BC CA 

결론. AABC^AAiBiCi 

(증명) 중심닮음변환 ( k ， A ) 에 의하여 

AABC 를 AADE 로 넘기면 

AD = 足 • AB 

DE = ^ • BC I (정 리 1) 

EA = 足 •CA 

여기서 



k • AB = AjBj 
kBC = B l C l 1( 조건) 
k-CA = C l A l 

이므로 AADE 와 ᅀ사퍄이에서 


AD = A i B 丄 
DE = B 1 C 1 > 
EA = C 1 A 1 


따라서 AADE = AAiBiCi (세변조건) 
그런데 AADE ⑵ AABC (그리기) 


이므로 AABC^AAiBiCi 


문 제 

1. 두 3 각형의 변들이 다음과 같을 때 그 두 3 각형은 닮았겠는가? 

1) 4cm, 5cm, 6cm ； 8cm, 10cm, 12cm 

2) 2m, 3m, 1.5m ; 9cm, 45mm, 6cm 

3) 1.5m, 2m, 3m ; 2.5m, 2m, 2.5m 

2. AABC 와 ᅀ사퍄이에서 

A X B X B l C l C { A X 

AB BC CA 

이고 ZA=17° 2 ，， ZB=67° 35 ， 이다. 2다를 구하여라. 

3. 두 4 각형 ABCD 와 사콰다어에서 

A X B { B l C l CA D X A X 

AB BC CD DA AC 

이 면 대 응하는 아낙각들은 서 로 같다. 증명하여 라. 
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정리 4. 두 3각형에서 두쌍의 대응변의 비가 같고 그사이의 
각이 갈으면 그 두 3각형은 닮았다. 


조건. AABC 와 에서 

스1프1=스1드 1( 야) 

AB AC 


Z A= Z Ai 

결론. AABC ⑵ᅀ사匕다(그림 1-32) 
(증명) 중심닮음변환 ( k ， A ) 에 의하여 
AABC 를 AADE 로 넘기면 


AD = 소 • AB 
AE = ^-AC 


(정리 


1) 


여기서 



Ci 


足 • AB = AiB 
足 AC = AiC 

이므로 AADE 와 ᅀ사퍄아에서 
AD^AiBi, AE^AiCi 
그리고 ZA-ZAi (조건) 

따라서 AADE = AAiBiCi (변각변조건) 


(조건) 


그런데 AADE ⑵ AABC (그리기)이므로 


AABC^AAiBiCi 


정 리 4의 증명방법 으로부터 두 직3각형 에서 의 닮음조건을 다음과 같이 
있다. 



두 직3각형에서 빗변들의 비와 한쌍의 대응하는 
직각변들의 비가 갈으면 두 직3각형은 닮았다. 



말할수 


문 제 

1. 1) 두 직3각형 에 서 대 응하는 직 각변들의 비 가 갈으면 그 두 직3각형 은 닮 

았다. 왜 그런가? 

2) 두 2등변3각형에서 정각들이 갈으면 그 두 2등변3각형은 닮았다. 

왜 그런가? 

2. 그림 1-33 에 서 닮은 3각형 들을 골라내 여 라. 
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그림 1-33 


3. AABC 가 있다. BA 의 연장선에 AB ^ SAB 인 점 B : 을 찍고 ◦쇼의 연장선에 
AC ^ iBCA 인 점 이을 찍었다. 

1) AABC ⑵ AABiCi 인가? 

2) ^^=15011일 때 BC 의 길이는 얼마인가? 

4. AABC 와 ADEF 에서 ZA = ZD 이고 AB =— • AC , DE =— . DF 이면 


AABC 。。 ADEF 


이 다. 증명하여 라. 


정리 5. 두 3각형에서 두쌍의 대응하는 아낙각이 각각 
갈으면 그 두 3각형은 닮았다. 


조건. AABC 와 에서 ZA = ZA U ZB^ZBi 

결론. AABC^AAiBiCi (그림 1_34) 

(증명) 스ᅀ다라고 하자. 


AB 

중심닮음변환 ( k ， A ) 에 의하여 
AABC 를 AADE 로 넘기면 



AD = 소 • AB (정 리 1) 
여 기 서 k • AB = AiBi , 


ZBzZBi (조건) 이므로 
AADE 와 ᅀ사퍄다에서 


AD ^ AiBi ， ZADE^ZBi B 

그리고 ZA = ZAi (조건) 

따라서 AADE = AAiBiCi 


그림 1-34 


(각변 각조건) 


그런데 AADE ⑵ AABC (그리 기)이므로 
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AABC^AAiBiCi 


두 다각형에서 대응하는 변의 비가 같고 대응하는 각이 갈으면 그 두 다각형은 
닮은 다각형 이다. 즉 

AA _BA _CA DA 
AB BC CD DA 

zA = zAi , zB = zB lf 卜 국다각형 ABCD … ⑵ 다각형 AiBiCiDi ••• 

zC=zCi f zD=zDi f … - 

문 제 

1. 그림 1-35 에 서 닮은 3 각형 을 골라내 여 라. 



그림 1-35 


2. 2등변 AABC 의 밑변 BC 의 끝점 B 에서 맞은변에 수직선 BD 를 그으면 
BC 2 =2 AC • CD 임 을 증명 하여 라. 

3. AABC 에서 변 AB 의 한 점 D 에서 ZADE = ZC 로 되게 반직선을 그어 변 
AC 와 사귀 는 점 을 표 라고 하면 AADEm AABC 이 다. 증명하여 라. 

4. 변의 개 수가 같은 두 바른다각형 은 닮은 다각형 이다. 증명하여 라. 

5. 제형 ABCD ( BC // AD ) 의 중간선 EF ( EgAB , FgCD ) 를 그었다. 

1) 제 형 ABCD 와 EBCF 는 닮은 4각형인 가? 

2) 제 형 AEFD 와 EBCF 는 닮은 4 각형 인 가? 

3) 밑변 BC 에 평행인 직선을 어떤 조건에 맞게 그어야 주어진 제형은 서로 
닮은 두 제형 으로 나누어지겠는가? 

6. 직4각형 ABCD ( AB 〉 AD ) 가 있다. AD 를 AB 우에 겹치게 접고 그 접은 
자리를 AE 라고 하자.(점 표는 DC 에 있다.) 다음에 AE 를 AB 에 겹치게 
접었을 때 AE 와 AB 의 길이가 같고 완전히 겹친다면 이 직4각형을 긴 변의 
가운데점 을 지나도록 자를 때 본래 의 직4각형 과 닮은 직4각형 이 얻어 진다는 
것 을 증명 하여 라. 

7. 직3각형 ABC 에 서 직 각을 낀 변 AB , AC 를 한 변 으로 하는 바른3각형 
ABD , ACE 를 바깥쪽에 만들고 A 로부터 빗 변 BC 에 내린 수직선의 밑점을 
H 라고 할 때 ABDHwAAEH 임 을 증명하여 라. 
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고려시기 돌탑의 기하학적원리 

그림은 고려시기 돌탑인 흥복사 6각 
7층탑이다. 탑의 기단너비 AB 를 직경 

으로 하는 원을 그리면 매 기단들의 끝 
부분이 이 원들레에 놓인다. 

기단너비 AB 를 밀변으로 하는 바른 
3각형을 그리면 정점이 1층 몸를중심에 
놓인다. 지붕돝폭을 밑변으로 하는 바른 
3각형을 그리면 다음 층의 지붕끝 중심에 
정점이 놓인다. 

이때 그려지는 3각형들의 닮음비를 
가지고 탑의 매 부분들이 축소되여 탑 
이 이루어졌다. 
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4. 닮음도형의 둘레와 면적 


챦逆送述 


1. AABC 的 AAiBiQ 일 때 그 3각형들의 둘레의 비가 닮음비 
와 같겠는가? 

2. AABC ⑵ AAiBiC! 일 때 Bl< " * 1 2 = 소이면 容(시^1(그1) = 난 


BC 


S ( ABC ) 


이겠는가? 


닮은 두 다각형의 ■레의 비는 닮음비와 같다. 

닮은 두 다각형의 면적의 비는 닮음비의 2 제곱과 같다. 


이 성 질은 일 반적 으로 닮은 곡선도형 에 대 해서도 그대 로 성 립한다. 


문 제 

1. 중심닮음변환 (3， O) 에 의하여 변의 길이가 각각 17cm，23cm, 21cm 인 

AABC 가 ᅀ사콰다로 되였다. 의 둘레를 구하여라. 

2. 바른4각형 ABCD 에 서 AD 의 가운데 점 을 F 라고 하고 BF 와 AC 와의 사귐 점 을 
도라고 할 때 AGAF 와 ABGC 의 면적의 비를 구하여 라. 
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3. 여러 가지 유희시설을 갖준 현대적인 공원이 또 새로 건설되였다. 이 공원의 
모양을 축척 1:4 000으로 그린 도면에서 그의 둘레가 120 cm 이다. 이 공원의 
실제 둘레를 구하여라. 

4. 위대한 령도자 김정일 대원수님께서는 우리 나라의 
땅들을 사회주의조선의 땅답게 전변시킬데 대한 
웅대한 토지정리구상을 펼쳐 주시였다. 그림 1-36 
은 축척 이 1:10 000인 도면 이다. 토지 를 정 리 하 
여 빗 선을 친 부분의 논을 직 4각형모양으로 만들 
었다. 실제 로 늘어 난 면적 을 눈금자로 재 여서 대 
략 구하여 라. 

그림 1-36 


련습 문제 



1. 정각 ZA =36 ᄋ 인 2등변3각형 ABC 에서 

ZB 의 2등분선이 맞은변과 사귀는 점을 
D 라고 하면 ABCD ⑵ AABC 이 다. 증명 

하여 라. 

2. 그림 1-37 은 도형 을 늘이거 나 줄일 때 
쓰는 확대기의 원리를 보여주고있다. 

S 를 고정 하고 바늘 A 를 주어 진 도형 을 
따라 움직여가면 연필끝 ( E ) 은 닮은 도형 
을 그린다. 여 기서 ACSE 와 ADSA 는 
2등변3각형 이 고 4각형 ABCD 는 평 행 4변 
형 으로 되 여 있 다. 

1) ZC 가 달라져도 늘 ASDA ⑵ ASCE 이 
다. 왜 그런가? 

2) 점 S , A , 묘는 늘 한 직선에 놓이는가? 


C 



CT^\ O CU 

3) 으느 = 스로 되게 맞추면 중심닮음비 으드는 얼마로 되겠는가? 

SC 5 SA 

3. 그림 1-38 에서와 같이 두 지점 B 와 C 사이의 거 리를 알아내 기 위하여 


4. 


AB =500 m , AC =240 m , ZA = A 0° 를 재였다 
축척 1:10 000인 줄인 그림을 그리고 
BC 를 재 여 서 실제 거 리 를 구하여 라. 

(10 의 자리까지) 

2등변3각형 ABC 의 정점 A 에서 그은 
높이 AM , 밑변의 한 끝점 묘에서 그은 
높이를 BD 라고 하면 ABCD ⑵ AAMC 

이 다. 증명하여 라. 



B 


그림 1-38 
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5. 원에 내접하는 4각형을 ABCD 라고 하면 다음과 같은 관계가 성립한다. (롤레미의 정리) 

AB • CD+BC • AD=AC • BD 

를 증명 하여 라. 

6. 웃 명제의 거물명제 를 만들고 옳은가를 따져보아라. 

7. 제 형 ABCD ( AD // BC ) 에서 두 대 각선의 사귐 점 을 O 라고 하자. 여 기서 

CO : OA =0.3 :i 이고 중간선의 길이가 29 cm 일 때 두 밑변을 구하여 라. 

3 

8. 평 행 4변형 ABCD 를 하나 그리 고 정 점 A 를 지 나며 변 BC 와 사귀 는 한 직 선을 
그어라. 이 직선이 대각선 BD , 변 BC , 변 DC 의 연장선과 사귀는 점을 각각 
M , N , P 라고 하여 라. 이 도형에서 

1) 닮은 3각형들을 모두 찾아라. 2) MN : AM = AM:PM 

C 1 다. 증명하여 라. 

1 

9. AAOD 에 서 ZAOD =90°, AO = - OD , 변 OD 에 점 B , C 를 OA = OB = BC=CD 

3 

되 게 정 하면 ABAC^ABAD 이 라는것 을 증명하여 라. 

10. 바른제형 ABCD ( AD // BC ) 에서 AB : BC =1:2, ZB =70° , BD =4 cm 이다. 이 

제형을 그려라. 

11. I 족3각형 ABC 가 주어졌다. 직4각형 MNPQ 를 그리는데 MN : NP =2:3 이고 점 
M 은 변 AB , 변 NP 는 변 BC 에，정점 Q 는 변 AC 에 놓이게 그려라. 

12. AABC 에서 ZA 의 2등분선이 BC 및 외접원과 사귀는 점을 D , E 라고 하면 
AB • AC=AD • AE 이 다. 증명 하여 라. 

13. AABC 의 밑변 BC 의 한 점 P 로부터 AB , AC 에 각각 평행으로 PQ , PR 를 
긋고 AC , AB 와의 사귐 점 을 각각 Q , R 라고 하고 평 행4변형 ARPQ 를 만들 
때 그 면적이 가장 크게 되는 점 근의 자리를 구하여라. 

14. 바른3각형 ABC 안의 임의의 점을 P 라고 하고 점 P 로부터 BC , CA , AB 에 
그은 수직선의 밑점을 각각 D , E , F 라고 하자. 다음에 AP 에 관하여 C 와 
같은쪽에 바른3각형 APQ 를 만들고 다음의 것 을 증명하여 라. 

1) BP=CQ 

2) ZEFD + ZACB^ZAPB 

3) ADEFc 신 ACPQ 

15. AABC 에서 ZA 안에 ZBAX=ZYAC 로 되도록 반직선 AX , AY 를 긋고 AX 
가 AABC 의 외접원의 둘레와 사귀는 점을 Q , AY 가 변 BC 와 사귀는 점을 
R 라고 하면 AB • AC=AQ • AR 임 을 증명 하여 라. 
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제 3 절. 삼각비 


1. 시누스 


以 가커질 때 


BC 

AB 


의 ᄇ入 


:가 ᄋ 


커지겠는가 


작아지겠는가? 분모 AB 의 길이를 
정해놓고 생각하여보아라. 

BC 


AB 


의 값 이 비탈진 정 도를 나타 


낸다고 말할수 있는가? (그림 1-39) 




문 제 

1. 그림 1-40 에서 원의 반경은 10 cm ， 
한 눈금은 2 mm 이다. 

1) sin 20 ᄋ， sin 70 ᄋ 의 값은 대 략 
얼마인가? 

그림을 보고 0.01 의 자리까지 
구하여 라. 

2) sin a (0 ᄋ < a <90°) 의 값은 1보다 
작은 정수이다. 왜 그런가? 

a 가 0° 에서 90° 까지 커질 때 
sin ^ 의 값은 어 떻게 변하는가? 

2. 직3각형 MNP ( ZN =90° ) 에서 ZP=a 
일 때 sin a 를 변들의 비 로 표시 하 
여라. 



123456789 10 


，다 ■ 
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그림 1-40 
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균) 높이가 15m 인 나무가 23 ᄋ 로 보였다. 
나무꼭대기까지의 거리를 구하여라. 

AB 


(풀이) sin23 


OB: 


OB 


AB 


sin23° 

sin23° 를 찾으면 0.3907 이다. 
i 다라써 

17 


OB 저 


0.4 


42.5(m) 



문 제 

1. 그림 1-42 에 서 Z p=55° , NP=10cm 일 때 
MN 의 길이는 얼마인가? 

2. 그림 1-43 에서 ZB=35 0 ， BC=50cm 일 때 
AC 의 길이는 얼마인가? 


M 



P 



3. 그림 1-44 에서 a =25°， a=20cm 일 때 빗변 c 의 길이 
를 구하여 라. (cm 로 0.01 의 자리 까지 ) 

4. 기 구가 바람에 의하여 25 ᄋ 기 울어졌 다. (그림 1-45) 
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끈의 길이는 120m 이다. 이 기구가 땅에서 얼마의 높이 
에 있겠는가? 


그림 1-45 



















2. 코시누스 



직3각형에서 뾰촉각 a 에 붙은 직각변과 


빗변과의 비 


(붙은) 직각변 

9JH 


빗 


을 각 a 의 코시누스 라고 부르고 이것을 


변 


cos 公 


A 


와 같이 쓴다. 즉 


(불은) 직각변 


cos 公 



AC 

AB 


ZA 의 시누스，코시누스를 간단히 sinA , cosA 와 같이 쓴다. 





. 그림 1_46을 보고 sinA , cosA , 

sinC , cosC 를 각각 변들의 
비로 표시 하 여라. 이것들 가 
운데 같은것이 있는가 알아보 
아라. 

2. sin 幻 r = cos (90 o - 幻 0 ， 
cos a = sin (90 o _a ) 

이다. 왜 그런가? 

ZA+ZC = 90° 라는것 을 가지 고 생 각하여 라. 

두 I 족각의 합이 90ᄋ 일 때 그 두 각을 서 로 다른 각의 남은각이 라고 부론다. 


어떤 각의 시누스값은 그 남은각의 코시누스값과 같다. 


sin a = cos (90° - a) ， sin (90° - a )= cos 


a 


문 제 

1. 1) 그림 1-40 을 보고 cos 20 
(0.01 의 자리까지) 


o 


cos 50° ， cos 70 o 의 값을 구하여 라. 


2 . 


2) cos ^ (0° <^<90° ) 의 값은 1보다 작은 정수이다. 왜 그런가? 以의 값 

이 아 에서 9아까지 커질 때 cos 化의 값은 어떻게 변하는가? 

직 3각형 MNP ( ZN =90 ᄋ) 에서 ZP=a 일 때 cosa 를 변들의 비로 표시하여라. 
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맞 으ᄂ 변 C 
























례 ) 그림 1-47 을 보고 포진지에서 비 행 기까지의 거 리를 구하여 라. 


(풀이) 그림 1-47 의 직3각형 AOB 에 서 

0B 


cos 38' 


AQ 


A0 


0B 


cos 38° 
2000 

/ 

0.788 

싱 538( m ) 


A 




제 


1. 그림 1-48 에서 ZB =60° ， BC =50 cm 일 때 AB 의 길이는 얼마인가? 



2. 그림 1-49 에서 a =35 ᄋ， 6=40 cm 일 때 새의 길이는 얼마인가? (0.1 의 자리까지) 

3. 벽에 수직 인 틀 AB 에 받침대 BC 를 그림 1-50 에서와 같이 대였다. AB =60 cm 
이고 ZB =32 ᄋ 일 때 BC 의 길이를 구하여라. 


3. 탕겐스 
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문 제 

1. 그림 1-40 을 보고 tan 20° ， tan 50 o ， tan 70° 의 값을 구하여 라. 

2. 以의 값이 0 ᄋ 에서 9아까지 커질 때 tana 의 값은 어떻게 변하는가? 


굽 厂) 위대한 령도자 김정일대 원수님의 현명한 령도에 의하여 건설된 주체사 
상탑의 높이는 170 m 이 다. 그림 1-51 에서 OB 를 구하여 라. 


(풀이) 직3각형 AOB 에 서 


tan 25° 


AB 

OB 


OB = 


AB 

tan 25° 


170 

우^ _ 

0.4663 

^364.57( m ) 


A 



그림 1-51 


제 


그림 1-52 에서 Za 에 붙은 직각변 
6=50 cm 이 고 Z 以 가 다음과 같을 때 
맞은변 a 의 길이는 얼마인가? 

1) 20° 2) 50° 3) 80° 



이루는 각이 5『였다. 나무의 높이를 구하여 라. 


시누스，코시누스， 

탕겐스를 통털어 삼각비라고 

부론다. 

sin a = 

公 

c 

, a=csiVYa 



cos a = 

公 

c 

, b=ccosa 

/ 

公 

tan 公 = 

a 

, 次=公 tan a 

/公 r- 



公 


b 
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련습 문제 


1. 다음것을 구하여 라. 

1) sin 42° 2) sin 58 0 3) cos 73° 4) cos 65° 


2. 幻 f 를 구하여 라. 

3. 1) cos 公 =0.8059 2) sin 公 =0.6046 


3) cos 公 =0.9664 4) sina =0.9573 


4. 반경 이 10 cm 인 원에 내접하는 바른9각형의 한 변의 길 이를 구하여 라. 

5. 반경 이 10 cm 인 원에 내접하는 바른10각형의 둘레의 길이를 구하여 라. 

6. 경사각이 21 ᄋ 인 비탈길을 A 에서 묘로 똑바로 올라가는 길은 46ᄋ 의 각을 
이루고 비스듬히 20 m 만큼 올라갔다. (그림 1-53) 

1) 처음의 지점에서 몇파의 높이만큼 올라갔는가? 

2) 결국은 경사각이 몇도인 길을 올라갔는가? 



7. 바람의 속도가 2.5 m / s 일 때 일정한 속도로 올라가는 풍선이 있다. 풍선을 
올린 지 점 A 에 서 바람이 불어오는 쪽으로 수평 거 리 100 m 인 지 점 B 에 서 관측 
해 보니 중선 이 지 점 A 를 떠 난 다음 30초후에 올려 본 각이 40ᄋ 였 다. 

8. 그림 1-54 의 AP 는 풍선이 올라가는 방향， C 는 30초후의 풍선의 위치를 
나타내고있다. 다음 물음에 대답하여 라. 

1) 30초 후에 풍선이 바람에 의하여 떠 내 려 간 거 리 AD 를 구하여 라. 

2) 30초 후의 풍선의 높이 CD 를 구하여 라. 

3) 풍선이 올라가는 속도를 구하여라. 

4) 이대로 계속 올라갈 때 지점 B 에서 올려본 각이 45ᄋ 로 되는것은 A 를 떠난 
다음 몇초후인가? 

9. 그림 1-55 는 지붕의 옆모양을 간단히 그린것 이다. 

지 붕물매 가 Z a =20ᄋ 이 고 BD =18 m 일 때 AB 의 길 이를 구하여 라. 
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10. 점 묘에서 강건너 편에 있는 점 C 까지의 거 리를 알기 위하여 ZABC -90 0 로 
되게 점 A 를 정하고 ZCAB 의 크기와 AB 의 길이를 재였다. (그림 1-56) 
ZCAB =67 ᄋ， AB =40 m 일 때 BC 는 얼마인가? 


■ 복습 문제 

1. AABC 에서 AC 에 평행인 직선이 변 AB 와 사귀는 점을 D , BC 와 사귀는 점 
을 E 라고 할 때 AB =24 cm , BC =32 cm , AC =28 cm , AD + CE =1.6 cm 이 면 
DE 의 길이는 얼마인가? 

2. 제형의 한 옆변을 4등분하고 매 등분점을 지나며 밑변에 평행 인 직선을 다른 
옆변과 사귈 때까지 그었다. 두 밑변이 각각 50 cm 및 30 cm 일 때 옆변들사이에 
있는 평행인 선분들의 길이를 구하여라. 

3. 제형의 한 옆변을 m 등분하고 그 매 등분점을 지나며 밑변에 평행인 직선을 다 
른 옆변과 사귈 때까지 그었다. 두 밑변이 a , b ( a < b ) 일 때 두 옆변사이에 

있는 평행인 선분들의 길이를 구하여라. 

4. 직3각형 ABC ( ZA =90° ) 의 변 AB , AC 를 각각 한 변으로 하여 두 바른4각 
형 ABDE , ACFG 를 그 3각형 의 밖에 그리 고 AB 와 CD 의 사귐 점 을 P , AC 
와 BF 의 사귐점 을 Q 라고 하였 다. 이 때 AP 와 AQ 를 비 교하여 라. 

5. AABC 의 변 BC 에 평행인 직선이 AB , AC 와 사귀는 점을 각각 D , E 라고 하고 
BE 와 CD 의 사귐 점 을 P 라고 하면 직 선 AP 는 변 BC 의 가운데 점 을 지난다. 증 
명 하여 라. 

6. AABC 의 정점 A , B , 임의의 점 O 를 맺는 직선이 맞은변 BC , CA , AB 
혹은 그 연장선과 사귀는 점을 각각 D , E , F 라고 하면 

BD CE AF _ 1 
DC * EA * FB 

이 다. 증명하여 라.(체바의 정 리) 

7. AABC 의 BC , CA , AB 혹은 그 연장선의 점을 각각 D , E , F 라고 하자. 이 
점들가운데 한개 또는 전체가 변에 있으며 

BD CE AF _ 1 
DC * EA * FB 

이면 AD , BE , CF 는 한 점 에서 사귀든가 또는 서로 평행 이 다. 증명하여 라. 

8. 4각형 ABCD 의 변 AD , BC 에 각각 점 P , Q 를 잡을 때 

AP : PD = BQ : QC = AB : CD 


이 면 직 선 PQ 는 AB , CD 와 같은 각을 이 룬다는것 을 증명하여 라. 


31 

















9. 1) 제형 ABCD ( AD // BC , 그림 1_57의 기에서 변 AB 에 AP：PB = m：n 

으로 되게 점 P 를 찍고 모를 지나며 밑변들에 평행 인 직선을 그어 변 CD 

와 사귀는 점을 Q 라고 하면 

ᄊ mBC + nAD 
PQ = - 

m + n 

이 다. 증명하여 라. 


I z y 




그림 1-57 

2) 이 그림 에서 BO 지 AD = 少 ， PQ=z ■라고 놓으면 z = ■ + 사) 7 를 얻 는다. 

m + n 

이 식에서 m 과 n 을 미리 정해놓으면 x , y 의 값에 따라서 그의 값을 구할수 
있다. 그림 1-57 의 니는 이 원리를 써서 만든 계산도표이다.(여기서는 
AP : PB = 2 ：3 ) 

지 少를 알고 도표에서 z 를 구하는 방법을 설명 하여 라. 

10. 한 기계부분품의 도면이 두개 있다. 첫째 도면 F 는 늘인 그림인데 그 축척이 
1:2이고 둘째 도면 은 줄인 그림인데 그 축척은 1： 5이다. 도형 묘에 대한 의 
닮음비를 구하여 라. 

11. 3각형 ABC 의 변 BC 에 2 BD=DC 인 점 D 가 있다. ZABC =45° , ZADC =60° 
일 때 ZACB 를 구하여 라. 

12. AABC 의 두 높이 를 BD , CF 라고 하면 AABD ⑵ AACF 이 다. 증명 하여 라. 

13. 은행나무의 그림자가 7 m 일 때 수직되게 세운 lm 의 길이를 가진 말뚝의 그 
림자는 0.5 m 였 다. 그 나무의 높이 를 구하여 라. 

14. 바른 5각형 ABCDE 에서 정점 A 로부터 직선 CD 에 그은 수직선을 AF (밑점 미라 
고 하고 직선 BC 에 그은 수직선을 AG (밑점 이 라고 하면 


32 


이 다. 증명하여 라. 


AAGB^AAFD 













15. AABC 의 변 BC 에 한 점 D 를 찍 었는데 AD 에 의 하여 나누이 는 두 3각형 이 
닮았다고 한다. 이 때 AABC 는 직3각형 또는 2등변3각형 이라는것 을 증명 
하여 라. 

16. 원에서 두 활줄 AB 와 CD 가 사귀는 점을 M 이라고 하면 AACM ^ ADBM 이 
다. 증명하여 라. 

17. 원밖의 한 점 M 에서 접선 MC (접점 C ) 와 가름선 MAB (사귐점 A , 리를 그으 
면 AMAC ⑵ AMCB 이 다. 증명하여 라. 

18. 가로，세로의 비가 3:2이고 대각선의 길이가 4 cm 인 직4각형을 그려라. 

19. 4각형 ABCD 에서 두 대각선의 사귐점을 I ，점 A 를 지나며 BC 에 평행인 직 
선이 BD 와 사귀는 점을 K , 점 B 를 지나며 AD 에 평행인 직선이 AC 와 사귀 
는 점을 L 이라고 한다. 

1) IA , IK , IB , 1 C 사이에 어떤 비례식이 성립하는가? 

2) IC , IK , ID , IL 사이에 어떤 비례식이 성립하는가? 

3) LK // CD 라는것 을 증명하여 라. 

20. 점 구에 서 서 로 외 접 하는 두 원 A (4 cm ) 와 B (3 cm ) 가 있 다. 점 구를 지 나는 
두 직선을 긋고 그 직선들이 각각 두 원둘레와 다시 사귀는 점을 E , F 및 
L , M 이 라고 한다. 

1) ATAL 은 ATBM 과 어떤 관계를 가지는가? 

2) TL 과 TM 의 비，구묘와 구묘의 비 를 구하여 라. 

21. 그림 1-58 과 같은 AABC 의 밑변 BC 에서 점 D 
를 잡고 이 점을 지나 변 AB , AC 에 평행선을 
그었 을 때 변 AC , AB 와의 사귐점 을 각각 M , N 
이라고 하자. 이때 AABC 의 면적을 S , 선분 
BD 의 길이를 x 라고 한다. 

1) 평 행4변형 DMAN 의 면적 을 기라고 하고 少를 

의 식 으로 표시하여 라. 

2) 점 D 의 위 치 를 어 떻 게 잠을 때 j 가 최 대 로 되 
겠 는가? 

22 1) AABC 에서 높이 AH =4 cm , BC =6 cm , AB =5 cm 이다. 이 3각형을 그려라. 

2) 1) 에서 직 4각형 DEFG 의 정점 묘는 변 AB 에，묘는 변 AC 에，도와 D 는 변 
BC 에 놓여 있다. AE = icm 라고 하고 변 EF 와 ED 의 길이를 로 표시하여 라. 

3) 이때 직4각형 EFGD 의 둘레의 길이와 면적을 구하여라. 

4) 그 면적 이 가장 커지는 x 의 값을 구하여 라. 

5) EFGD 가 바른4각형 으로 되 는 x 의 값을 구하여 라. 

23. 영웅적조선인민군의 한 해 

안방어진지에서 철천지원 
쑤 미제의 간첩선을 단발에 
격침시켰다. 이때 진지의 
높이는 바다기준 150 m , 

내려다보는 각은 8ᄋ였다 
고 한다. 진지로부터 간첩 

선이 격침된 곳까지의 수평거리를 구하여라. (그림 1-59) 



A 



C 


그림 1-58 
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24. 한 변이 6 cm 인 바른10각형 의 내 접 원과 외 접 원의 반경 을 구하여 라. ( lmm 의 
자리 까지 ) 

25. 직3각형 ABC(ZA = 90。)를 BC =3 AC =6 cm 로 되게 그리고 높이 AD 를 그 
어라. 이때 

1) cosC 를 구하여 라. 

2) 선분 AC 와 CD 의 비，선분 AB 와 AD 의 비를 구하여 라. 

26. 직 3각형 ABC(ZA = 90ᄋ ) 에서 높이 AD 를 그었다. AB=m • BD ( m 〉 l ) 일 때 
AB 와 BC 의 비， AC 와 AD 의 비를 구하여 라. 

27. 그림 1-60 과 같이 지점 A , D 에서 나무의 꼭대기 C 를 올려다보는 각은 각 
각 31ᄋ，14 ᄋ 였다. AD =96 m 일 때 강의 너비 AB 를 구하여라. 


c 



그림 1-60 


28. 다음과 같은 I 족각 以가 있을 때 x 는 어떠 한 범위 에 있는 수인가? 


1) sina = 



2) cosa = 



9 


3) sina = — 
9 


4) tana = 


5 — X - y /3 
一 4 一 


D 


29. 4각형 ABCD 에서 만들어진 각들이 다음과 같다. 
(그림 1-61) 

ZABC = ZACD =90° ， ZCAB =45° ， ZCAD =30° 

점 D 에서 AB 에 그은 수직선을 DE , 점 C 에서 
DE 에 그은 수직선을 CF , AD =10 cm 라고 할 때 
다음 식과 글에서 □안에 알맞는 수를 써넣어라. 

1) CD = Dcm , AC = Dcm , BC = dcm , AB=Dcm 

2) 4 각형 ABCD 의 면적은 □ cm 2 이 다. 



C 


3) ZCDF = D 。 이므로 DF=Dcm 



4) 1), 2), 3) 의 결과로부터 sin 75°= D ， cos 75° = 
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억 


그림과 같이 직각변의 길이가 3，4인 

직 3 각형 ABC 와 점 0，백 토르 a 가 
주어졌다. 

1) AABC 에 중심닮음변환 (2.5， O ) 을 
실시하여 ᅀ시비^를 얻은 다음 

ᅀ山라어에 평행이동 =를 실시하여 
ᅀ山:匕어를 구하여라. 

2) ᅀ ABC 를 중심닮음변환하여 AA 2 B 2 C 2 
를 얻을수 있는가? 

이때 ( k , O ) 의 쇼를 구하여라. 


A 


4 



6 



> 


(H) 


피 다고라스와〈〈피 다고라스학五卜》 


우리는 기하학이라고 하면 피다고라스정리(세평방정리)를 특별히 
생각하게 된다. 

피다고라스 ( B . C .570- B . C .500) 는 기하학건설에서 공적을 남간 고대 
그리스의 수학자이다. 그는〈〈피다고라스학과〉〉를 조직하고 운영하였는 
데〈〈피다고라스학과〉〉가 수학에 남간 업적은 다음과 같다. 

1) 기하학에서 증명을 제계적으로 도입하고 기하학을 과학으로 건설한것 

2) 직선도형에 대한 평면기하학을 건설한것 

3) 피다고라스정리(세평방정리)를 증명한것 

4) 닮음도형에 대한 연구를 처음으로 진행한것 

5) 몇개의 바른다각형과 바른다면체의 그리기법을 창안한것 
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계 2 장. 항4 



함수와 거꿀함수 
분수함수와 무리함수 
제곱과 제곱함수 
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제 1 절. 함수와 거꿀함수 


1. 넘기기와 함수 

變® 다음 그림에 표시한 대응규칙 /, g , h ， 소가운데서 모임 표의 매개 원 
소에 구의 득 하나의 원소가 대응하는것은 어느것 인가? 



어떤 규칙 /에 의하여 모임 표의 매개 원소에 모임 노의 꼭 하나의 
원소가 대응하면 이 규직 / 를 X 를 Y 로 보내는 넘기기라고 부르고 다 
음과 같이 표시한다. 

/： X—Y 또는 X -4 Y 

록히 수모임을 수모임으로 보내는 넘기기를 함수라고 부른다. 


문 제 

1. 우의 찾기에서 어느 대응규칙 이 넘기기인가? 

2. 두 모임 X ={1, 2, 4}, Y ={1, 2, 3, 4} 가 주어졌다. 

표의 매 개 수에 구에 속하는 그의 약수를 대 응시키 는 규칙 을 /로 표시할 때 

1) 대 응규칙 /를 화살그림 으로 표시하여 라. 

2) /는 넘 기 기 인 가? 
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넘기기 /： X — Y 에서 모임 표의 원소 JC 에 
모임 구의 원소 j 가 대응하면 7 를 넘기기 /에 
의한 x 의 영상， x 를 ;；의 원상이라고 부르고 
다음과 같이 표시한다. 

y = f(x) , /: x^y 뜻 구역 값 구역 

그리고 표를 넘기기 fO\ 뜻구역， f(X) = {fix) | ; cEX } 를 넘기기 fO\ 

값구역次의 영상) 이 라고 부론다. 

함수에 대해서는 영상을 함수값이라고 부른다. 

앞으로 함수에 대해서는 Y =/( X ) 인 경우만 고찰한다. 



문 제 

1. 원둘레 표의 매개 점에 선분 Y (선분 AB) 의 점을 
그림 에서 와 같이 대 응시 키 는 규직 을 /라고 하자. 

1) 표의 점 K, S, N 에 대 응하는 구의 점 을 각각 
구하여 라. 

2) 구의 점 D 는 X 의 어 느 점 에 대 응하는가? 

3) /는 표를 구로 보내는 넘기기 인가? 

2. 다음 규칙들가운데서 수모임을 수모임으로 
보내 는 넘 기 기 는 어 느것 인 가? 

1) /는 바른 4 각형에 그 면적을 대응시키는 
규직 이 다. 

2) g 는 옹근수모임 의 매개 수에 그 수를 5 로 
나눈 나머 지 를 대 응시 키 는 규직 이 다. 

3. 다음 그림 에 표시한 두 넘기기 /와 g 에 대 하여 

1) /와 g 의 뜻구역 을 각각 구하여 라. 

2) /와 용의 값구역 을 각각 구하여 라. 


O 



N 


B 
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그림 2-3 

























@ ^ 그림 2-3 에 표시한 넘 기기 에서 구의 매개 원소가 각각 몇개의 원상을 
가지 는가? 


넘기기 /: X — Y 에서 모임 꾼의 매개 원소가 꼭 하나의 원상을 
가지면 이 넘기기를 1대1넘기기라고 부른다. 


문 제 

1. X ={-3， -2，-1，0，1，2， 3} 을 Y ={0， 2，4， 6} 으로 보내는 넘기기 /가 다음 
의 표로 주어졌다. 



1) 넘기기 /의 뜻구역과 값구역을 구하여라. 

2) /는 1대 1넘 기 기 인가? 

2. 일 때 넘기기 x 」 今 에 대하여 

1) 값구역을 말하여 라. 


2) /가 1대 1넘기기라는것을 설명하여라. 


3. 3각형에 그 면적을 대응시키는 넘기기는 1대1넘기기인가? 왜 그런가? 

4. 다음 식으로 표시되는 함수의 뜻구역은 어떤 수모임인가? 

1) 4-5 x 2) 」一 3) V 4 x -7 

x + 2 

5. 다음 수모임을 뜻구역으로 가지는 함수 / U )=2-3; c 의 값구역을 구하여 라. 

1) x = |-3, -2, 0, 2, 증， 4} 2) [-7,0 

3) [2, 100] 4) (-00, 0] 5) (-00,+ oo ) 

6. 함수는 ( ) 가 정해지면 완전히 정해진다. 

1) 뜻구역 2) 값구역 3) 대응규칙， 값구역 4) 대응규칙，뜻구역 

7. 다음 그림 에 서 함수의 그라프로 되 는것 은 ( ) 이 다. 












































2. 거꿀넘기기와 거꿀함수 




1대1넘기기 /： X ᅳ Y 에서 언제나 구의 매개 원소에 그 원상을 대응 
시키는 새로운 넘기기를 생각할수 있는가? 


1대1넘기기 / : X — Y 에서 꾼의 매개 원소에 그 원상을 대응시 
키는 넘기기를 /의 거꿀넘기기라고 부르고 

/ _1 ： Y - X , 몌) 

로 표시한다. (/ 를 穴의 원넘기기) 

륵히 /가 함수이면 그 거끝넘기기를 함수 /의 거꿀함수라고 부 
른다. (/ 를/ _1 의 원함수라고 부른다. ) 



독립 변수를 x , 종속변수를 7로 표시하는 관례 에 따라 거 물함수 x = r \ y ) 
를 보통 ji /- 1 (지 로 쓴다. 

문 제 

1. 선분 AB 를 선분 CD 로 보내는 넘기기가 그림 2-5 와 같이 주어졌다. 이 넘기 

기의 거물넘기기가 있겠는가? 

2. 매 개 다각형 에 그 아낙각의 합을 대 응시키 는 
넘기기에 거물넘기기가 있겠는가? 

3. 함수 /의 독립 변수와 종속변수는 거끌함수 
/ᅳ 1 에서 각각 어떤 역할을 하게 되는가? 

또 /의 뜻구역，값구역 은 어떤가? 

4. 원의 면적 은 반경 의 함수이다. 이 함수를 /라고 할 때 / _1 가 있겠는가? 

/( I )，/(2)，/ _1 (3), r 1 ( x ) 

을 구하여 라. 

5. 함수 fix ) =3 x , {-1, 0, 1, 2} 에 서 

1) /의 값구역，뜻구역 을 구하여 라. 

2) /의 거물함수 /- 1 가 있겠는가? 왜 그런가? 

3) / _1 (6), / _1 (0) , /가생)을 구하여 라. 


r 
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6. 함수 _ y =/( x ) 에 대 하여 의 매 개 값에 득 하나의 x 의 값이 대 응하면 이 함수 
거물함수가 있다고 말할수 있는가? 왜 그런가? 


연 


y=x+l, y=x 2 , y= 


, a/I 에 대 하여 


1) 거물함수가 있는가 없는가를 그라프를 보면서 찾아보아라. 



2) 우의 함수들가운데서 증가만 하거 나 감소만 하는 함수는 어느것 인가? 
그 함수에 대해서는 거물함수가 있는가? 

함수 y=f(x)7[ 증가만 하거나 감소만 하면 ， /0c) 의 
거꿀함수가 있다 . 

y - 

■ ® 함수 / U ) = 인 에 대 하여 

4 

1) /+ 1 이 있다. 왜 그런가? 

幻 /ᅲ 1 (10)， /— 나-2)를 구하여라. 어떤 계산을 해야 하는가? 

3) /- 1 를 식 으로 표시 하여 라. 

4) 함수 j = /(：c) 의 거물함수를 7 = /ᄂ 1 0) 모양으로 구하자면 어떻 

게 해 야 하는가? 그 방법을 설명 하여 라. 

함수 / U ) 가 x 에 관한 식 이고 함수 j =/ U ) 에 거물함수가 있을 때 이 거꿀함수는 
다음과 같이 구한다. 


원함수 거꿀함수 

片/⑴구 x=f x (y)^ y=r l ⑵ 

Oc 에 관하여 푼다. ) (x 와 기를 서로 바꾼다. ) 


례、) 함수，1-즈의 거물함수를 구하여 라. 

- ’ 2 

(풀이) 주어진 함수는 뜻구역에서 감소하므로 거물함수를 가전다. 

를 쎄 관하여 풀면 x=2~2y 
• x 와 기를 바꾸면 거 물함수 '2-2; c 를 얻는다. 
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문 제 

1. 함수 j =3 x +2 에 대 하여 

1) 거물함수를 구하여 라. 

2) 먼저 x 와 ;;를 서로 바꾸고 다음에 j 세 관하여 풀어도 거물함수가 나오는가? 

2. 다음 함수의 거물함수를 구하여 라. 


거、 x - 5 

1 ； y = - 

^ 3 

2) y = 

4 土프 ( 베， 10]) 

3x 1 

3 ) y — x 2 — 2x + 1 (x^ 1) 

4) y = 

x ( x > 0) 




그림 2-7 을 보고 자리표평 면에 서 점 


M(x, 기)는 직 선 에 관한 대 칭 이 동에 
의하여 점 Mi ( y ， ᅱ 로 넘 어 간다는것 
을 알아보아라. 



함수 3； = jc 2 ( jc >0) 의 거물함수를 구하고 그라프를 


그려 보자. 


함수 j ； = ； c 2 (;^0) 은 구간 [0， + oo ) 에서 
기 =' 2 을 '에 관하여 물면 X = 土、1구 
그런데 义 之 0이 므로 

따라서 거 물함수는 7 = Vx (x > 0) 
y = 4 x O >0) 의 그라프를 그리 자. 
x 之 0이 므로 y 之 0이 다. 

기=‘의 두변을 2제곱하면 y 2 =x 


증가하므로 거물함수를 가전다. 



이 것 은 원점 을 지 나고 X 죽에 관하여 대 징 인 3 L 물선이 다. 

그런데 x >0, J ；>0 이므로 그라프는 1사분구의 포물선이다. 

함수 a/I 의 그라프는 1사분구에 서 y = x 2 의 그라프와 직 선 에 관하여 대 칭 


이라는것을 알수 있다. 


함수 戶/知)와 그 거꿀함수 y = f x Oc ) 의 그라프는 
직선 에 관하여 서로 대칭이다. 
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문 제 


1. 다음 함수의 거물함수를 구하고 그라프를 그려 라. 


2 x-l 


1) 


少 


— x — 1 
2 


x g -2 ， 0] 

x g (0, 2] 


2) f ( x ) 


x 2 x e 


0 , + oo 


- X 2 X G 


(-的, 0) 


3 (ᄌ = -1) 

2. /( x ) = < ° 卜厂 0 )、의 거물함수를 구하고 그의 그라프를 구하여 라. 

- 6 [X = 2) 

、9 (ᄌ = -3) 


다음 함수들의 그라프는 직선 기에 관하여 대칭이다. 왜 그런가? 


1) 少 = 4ᄌ + 9 , 少 


x -9 

4 


2) v — — x — , v — 2 x + 3 
2 2 


4. 다음 명제 에서 옳은것과 옳지 않은것을 가려 내 여라. 


1) 广/ _1 ⑴의 거물함수는 j 。/ 公^ 이 다. 

2) jf / O ) 와 3斤/ 1 U ) 의 그라프는 직선 j 厂义에 관하여 대칭이므로 jf / Oc ) 와 

7=/ 나义)의 그라프는 서로 사귈수 없다. 

3) 기에 관하여 대칭인 두개의 그라프는 반드시 서로 거물인 두 함수의 그라 
프이 다. 


4) 厂 1 U ) 의 뜻구역 안의 임의의 하나의 값 ;어에 대 하여 /[ 厂 1 (재)] = 재이 다. 


3. 짝함수와 홀함수 

變 繼 다음 함수들가운데 서 조건 /(- x ) = f ( x ) 또는 /(- x ) =- f ( x ) 맞는것 을 

찾아내여 라. 

1) f ^ x ) = 2) f ^ x ) = + 3 x — 2 3) y "( x ) = — 3 x 

x 3 

4) fix ) = x 4 — x 5) fix ) = 2 x 6 — 3 x 4 +5 6) fix ) = —： - 

x -1 

뜻구역의 모든 점에서 

1) 늘 / (- x )=/( x ) 가 성립하면 함수 M 짝함수라고 부른다. 

2) 늘 / (_ x )=-/( x ) 가 성립하면 함수 M 홀함수라고 부른다. 

려[ 1) 少 = ᄌ 2 은 (-°°, +이)에서 (- jc ) 2 = ᄌ 2 이 므로 짝함수이 다. 

7 = ᄌ 3 은 (-°°, +⑴) 에 서 (-시) 3 = -ᄌ 3 이 므로 홀함수이다. 

례 2:〉 ); = 义 2 -2 그:+ 1은 (-⑴，+必。) 에 서 
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f ( — x ) = (- x ) — 2( - x ) +1 — x 2 + 2 x +1 이 므로 

/(-ᄌ) 半 /( ᄌ)，/(-ᄌ) 半 ᅳ/ 0) 

따라서 주어진 함수는 짝함수도 홀함수도 아니 다. 


문 제 


1. ; c =[-3，5] 에서 주어 진 두 함수 7 = 뇨 4 , 7 = 义 3 은 다 짝함수도 홀함수도 아니 다. 

왜 그런가?또 뜻구역 이 다같이 [-10，1이일 때 는 어 떤가? 

2. 다음 함수들가운데 서 짝함수인것，홀함수인것 을 가려 내 여라. 


1) J 


x 


2) y = 2 x 3 -x 3) y = x 2 + x - 5 4) y 


5 x 


4 


x 2 -3 


5) y 


x - 3 x 


6) 少 


1 一 x 


2 


3- 


x 


7) .y = Vl + 


x 2 + 


8) y = x 、 j 4 - 


x 


2 


3. 두 짝함수의 합은 짝함수라는것 을 증명하여 라. 

4. 두 홀함수의 합은 홀함수라는것 을 증명하여 라. 




짝함수 7 = /分)에 


대 하여 


1) 점 (5, /(5))가 /의 그라프에 들면 점 (-5, /(5))도 이 그라프 
에 든다. 왜 그런가? 또 그 두 점은 서로 어떤 관계에 있는가? 

2) 점 ( a ,/( a )) 와 점 (- 公， /( a )) 은 어 느 축에 관하여 대 칭 인가? 



변 


홀함수 에 


디1 ᅪ 。i 


1) 점 (5, /(5)) 가 / 의 그라프에 들면 점 (-5， - /(5))도 이 그라프 
에 든다. 왜 그런가? 또 그 두 점은 서로 어떤 관계에 있는가? 

2) 점 ( a ， /( a )) 와 점 (、- a ， -/( a )) 는 어느 점에 관하여 대칭 인가? 
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문 제 

1. 다음 함수들가운데서 7축에 관하여 대칭 인것과 자리표원점에 관하여 대칭 인것을 
가려 내 여 라. 

1) y = 3 - 2 x 2 2) y = — 3) y = x 3 -\-l 4) y = -(x + 1) 3 

x -x 

2. 다음과 같이 말하면 옳은가? 

1) / U ) = ^~=^ 는 홀함수이 다. 2) / U ) = ( l -； c ) 는 짝함수이 다. 

x _ 2 V 1 _ I 

3) / U)=l 은 홀함수이고 짝함수이 다. 

4) / U ) = ; c 3 -; c-l 은 짝함수도 아니 고 홀함수도 아니 다. 


4. 함수의 그라프변환 
1) 평행이동 

1. 1) 함수 j = ； c 2 +5 의 그라프는 7 = 义 2 의 그라프를 어떻게 이동하 

여 엄었는가? 

2) 일 때 함수 7 = 义 2 +5 를 7 = /( 우) 에 관하여 
표시하면 j ；=/ U )+5 라고 말할수 있는가? 

3) j = /( jc ) + 5 의 그라프는 y = / (우)의 그라프를 어떻게 이동하 
여 얻을수 있겠는가? 

2. 1) 함수 少 = (ᄌ-2) 2 의 그라프는 7 = ᄌ 2 의 그라프를 어떻게 이동 

하여 엄었는가? 

2) y = f{x) = 义 2 일 때 y = (^x — 2) 2 을 少 = f{x) 에 관하여 표시 하여 라. 

3) j = /('-2) 의 그라프는 j = 의 그라프를 어떻게 이동 
하여 얻을수 있겠는가? 
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1. 함수 7 = /(; c ) 句의 그라프는 7 = /( JC ) 의 그라프를 
少축의 정방향으로 사만큼 평행이동하여 얻는다. 

2. 함수 ;；=/( x - m ) 의 그라프는 j = /(; c ) 의 그라프를 
义축의 정방향으로 m 만큼 평행이동하여 얻는다. 

례 Q 기 = yi +2 의 그라프는 함수 기 = ^/1 의 그라프를 기축의 정방향으로 2 
만큼 평행이동하면 얻어진다. 

례 2=) 7 = 삯义 + 2 의 그라프는 함수 7 = 在 의 그라프를 义축의 정 방향으로 -2 
만큼 평 행 이동하면 얻어 진다. 



1. 다음 함수의 그라프를 j 축의 정방향으로 3， -2 만큼 각각 평행이동하면 어떤 
함수의 그라프를 얻겠는가? 

1) 5 x 2) y = ^[x 3) y = 3 x 2 + 6 x +1 

2. 다음 함수의 그라프를 x 축의 정 방향으로 2， -2 만큼 각각 평 행 이동시키면 어 떤 
함수의 그라프가 얻어지는가? 

1) j ；= l -3 x 2) y = — x 2 3) y = x 3 4) y = x 

3. j = 3; c 2 -1 의 그라프를 어떻게 이동하여야 다음 함수의 그라프를 얻게 되는가? 

1) y = 3 x 2 2) y = 3 x 2 + 1 

4. 7 = (2; c -3) 2 의 그라프를 얻자면 j = 4; c 2 의 그라프를 어떻게 이동시켜야 하는가? 

_ ® 1. 함수 少 = (1 + 3) 2 -1의 그라프는 7 = 义 2 의 그라프를 어떻게 이동하 

여 엄었는가? 

2 . y = /( ᄌ) = ᄌ 2 일 때 함수 7 = ( ᄌ+ 3) 2 -1 을 y = /(ᄌ) 에 관하여 표시 
하여 라. 

_ ® 

(q 

함수 y = fU - m )+ nO \ 그라프는 J ；=/( X ) 의 그라프를 JC 축 
의 정방향으로 m 만큼 평행이동한 다음 ;；축의 정방향 
으로 자만큼 평행이동하여 얻는다. 
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문 제 

1. 다음 함수의 그라프를 y = x 2 , j = | ᅬ 의 그라프를 이 동하는 방법 으로 대 강 그 
려 보아라. 


2 


3. 


1 ) 7 


X - 

2 


+ 3 


2) y = (5- x ) 2 -2 


3) 少 


x 


-3+2 


2. 그림 2-10 에서 포물선 Gi , G 2 , G ： 
은 각각 어떤 함수의 그라프인가? 
함수 기띠 3 의 그라프로부터 다음 함 
수의 그라프를 어떻게 얻을수 있겠 
는가? 


1) y = x 3 -5 


2 ) 7 


X - 

2 


+ 3 


만큼 이동하면 


4. 함수 ;斤/ 0) 의 그라프를 7축에 …<0일 
때 아래로 평행되게 \m 

( ) 그라프가 얻어 진다. 

1) y=f ( x ) + m 2) y=f ( x ) ~m 

3) y = f { x ) + \ m \ 4) 확정할수 없 다. 

5. 함수 戶/ ( jc ) 의 그라프를 j ； 축에 평행되 

게 | m | 만큼 우로 평 행 이동하면 ( : 

가 얻어 진다. 

1 ) 7 

2) j ； 




义- m ) 의 그라프 
/( ᅳ x :)+| m | 의 그라프 


3) 

4) 


y = /(i + m ) 의 그라프 

•y = /0 시써)의 그라프 


2) 대칭이동 


닳逆送功: 


함수 j = 2; c 2 의 그라프를 어 떻게 


이 동하면 j = _2; c 2 의 그라 


프를 얻을수 있겠는가? 

2. 기지一2의 그라프를 7축에 관하여 대칭이동하면 어떤 함수의 
그라프가 얻어지겠는가? 

3. 함수 ;斤/(功의 그라프로부터 함수 ;斤- D , J 厂/(끼의 그라프를 
각각 얻자면 어떻게 하면 되겠는가를 생각하여보아라. 




그림 2-11 
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1. 함수 JF /( X ) 의 그라프를 X 축에 관하여 대칭이동하면 
함수 戶 -/ W 의 그라프를 얻는다. 

2. 함수 j ；=/( x ) 의 그라프를 기축에 관하여 대칭이동하면 
함수 기=/(그)의 그라프를 얻는다- 


문 제 


1. 다음 함수의 그라프를 X 축에 관하여 대칭이동하면 어떤 함수의 그라프를 얻게 
되는가? 

1) y = l - 3 x 2) y = x 3 3) y = x * 1 2 - 8 x -\- l 6 4) y = x -3 

2. 다음 함수의 그라프를 축에 관하여 대 칭 이동하면 어떤 함수의 그라프를 얻게 
되는가? 

1) y — —X + 2 2) y ~ 2 (x — 2) 2 3) y — — 2 x + 3 

3. 함수 j = 2 i 2 의 그라프를 어떻게 이동하면 다음 함수의 그라프를 얻을수 있는가? 

1) y = -2( x -3) 2 2) y = -2( x -3) 2 -5 3) y = - 2 x 2 + x + — 

8 

4. 다음 함수의 그라프는 乂죽에 관하여 대칭 이동하여도 달라지지 않는다. 왜 그런가? 

1) y = x 2 ) y = ax 2 


[혜 i 安지 


함수 7 = ； c 2 의 그라프를 X 축에 관하여 대 칭 이 동한 다음 

련이어 y 축에 관하여 대칭 이동하면 어떤 함수의 그라프가 
얻 어지겠는가? 


2. 함수 7 = ^고의 그라프로부터 함수 7 = 네의 그라프를 
단번에 얻자면 무엇에 관한 대칭 이동을 진행하면 되겠는가? 

3. 함수 j = /( ； c) 의 그라프로부터 함수 7 = -/(一며의 그라프를 

얻자면 어떻게 하면 되겠는가를 생각해보아라. 

_ * 

일반적으로 함수 ;; =/쇠의 그라프를 원점에 관 
하여 대칭이동하면 ；； = -/(- 시의 그라프를 얻는다. 


문 제 

1. y = x 2 - 4 x + 5 y = - x 2 - 4:\: - 5 의 그라프는 원점 에 관하여 대 칭 이 다. 왜 그런가? 

2. 다음 함수의 그라프를 원점에 관하여 대칭 이동하면 어떤 함수의 그라프를 얻게 
되는가? 

1) j=3~5x 
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2) y = -3 x 2 + x - 2 









































3. 다음 함수의 그라프는 원점 에 관하여 대 칭 이 동하여 도 달라지 지 않는다. 
왜 그런가? 

, 1 

1) y=x 2) y = ax 3 ( a ^ O ) 3) y = — 

" ᅳ. " x 


3) 확대와 축소 


변理功: 


함수 y = x 2jl \- 少 = 3: c * 1 2 의 그라프에서 

1 ) x 자리표가 같은 점들의 j 자리표사이에는 어떤 관계가 있겠는가? 

2 ) 7 = f 의 그라프로부터 j = 3 i 2 의 그라프를 어떻게 얻을수 있겠 
는가? 

3) a >0 일 때 함수 7 = f 의 그라프에서 ' 자리표는 그대로 두고 少 
자리표만 a 배 하면 어 떤 함수의 그라프가 나오겠는가? 




y = af ( x ) 01 그라프 

a>Om 때 戶/ ( x ) 의 그라프를 축방향으로 세 H 
확대 (또는 축소)하면 y = af ( x ) Of 그라프를 얻는다. 


문 제 

1. 다음 함수의 그라프에서 기축 방향으로 2배， 0.5 배 하면 어떤 함수의 그라프가 
얻 어지 겠는가? 

1) y = x-\-l 2) y = x 2 -3 3) y = — 4) y = -Jx 

. . . ᄌ ᄆ 

2. 함수，戶의 그라프로부터 다음 함수의 그라프를 어떻게 얻을수 있겠는가? 

1) y = — x 2 2) y = 5 (x - 1) 2 3) y = — (x + 3) 2 -5 

4) y = 3 x 2 - l 2 x + 7 5) y = ax 2 -\- bx-\-c 6) y = -2 (x + 1) 2 


련습문 저 j 

1. 다음 물음에 대 답하여 라. 

1) 바른4각형의 둘레를 x , 그 면적을 j 라고 할 때 기는 x 의 함수인가? 

2) 30 km / h 의 속도로 호시 간동안에 달린 거 리를 Skm 로 표시 하면 S 는 때 함 

수인가? 
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2 . 어떤 함수 /가 그림 2-12 와 같은 그라프로 주 
어졌다. 이것을 보고 다음것을 구하여라. 

1) /의 뜻구역 과 값구역 

2) /(-4), /(-2), /( I ), /(3), /(5) 

3. 함수 /가 다음의 수표로 주어졌다. 



X 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

/ (ᄌ) 

-7 

-4 

-1 

2 

5 

8 


1) /의 뜻구역과 값구역 을 말하여 라. 

2) /의 그라프를 그려 라. 

4. 다음 함수의 뜻구역을 구하여 라. 

2 

.ᅳ、 7 x ■一 3 x +1 ᄊ、 3 _ x 


3) y = 2 X + 2 4) y = ^3 x-l 

x _ x — 6 

5. 3개의 원소로 이루어진 모임 X = U , ᄉ 가가 있다. 

1) 표를 X 에 로 넘 기는 넘 기 기는 모두 몇개 인가? 

2) 그가운데서 1:1 넘 기 기는 모두 몇개 인가? 그것을 써보아라. 

6. 자리표평면의 점 7 ) 를 점 나+1， 7—2) 에로 넘기는 넘기기를 

/: Cx ， j )^( x + l , 기- 2) 로 표시 하면 그의 거 물넘 기 기 厂 1 은 ( ) 이 다. 

1) 厂 1 : U+1, 少 -2 )ᅳ U, y) 

2) f ~ l : (x, y + 2) 

3) f~ l ( x , j )^( x + l , y~2) 

x 2 (x > 0) 

7. f { x )=< e O = 0) 일 때 /{/[/(-2)] _ 이 다. 

0 (x < 0) 

V 

8. 어떤 1 차함수의 독립변수 x 가 [-6, 2] 에서 변할 때 함수값；;는 [2， 6] 에서 변 
한다. 이 함수를 구하여 라. 
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9. 와 같은 함수는 ( ) 이 다. 


1) y = ^[ x ^ 2) 少 


2 


3) 少 = (、/1) 2 


4) 기 


.2 


1 + X 


10. y(x )== 일 때 다음 같기식 이 성 립 한다는것을 증명하여 라. 

1 一 X 


f - = -/ ⑴ 

v x 


11 . / x + - =； c 3 +i 일 때 / U ) 를 구하여 라. 

V x J x 

,、 fx + 1 (x G (- 00 , 1)) 

12. f ( x ) = \ 의 그라프를 그려 라. 

|2 (떼，+이) 


13. g ( x )= l ~2 x , f ( g ( x )) 


1 一 x 


이라면 / 一 의 값은 얼마인가? 


14. 즈 +m 과 이 서로 거물함수라면 m ， ^의 값은 얼마인가? 

15. 7 = _/(ᄌ)와， - / 1 나)의 그라프는 서로 ( ) 이다. 

1) 원점에 관하여 대칭 2) x 죽에 관하여 대칭 

3) 직선 y = x 에 관하여 대 칭 4) y =- x 에 관하여 대 칭 

16. j； = -v 도의 거물함수는 ；； = 戶이다. 이 함수의 뜻구역은 ( ) 이다. 

1) R 2) {x I R , x ^=0} 3) {x I x >0} 4) {x I x <0} 

17. 다음 함수의 거물함수를 구하여 라. 

1) y = x -l ( x ^ ( _ °°, 1]) 2) y = ^ X ^ ^ ( x ^ 2 . 5) 

5-2x 

18. 함수 f ( x ) = ^^, 용。；卜^土 1 에 대하여 다음것을 밝혀라. 

' ’ 4x-3 ' ’ 4x-l 

1 ) gU ) 는 / U ) 의 거꿀함수이 다. 

2) f [ g ( x ) ] =x 3) g [ fix ) ] 

19. 다음 함수들가운데서 짝함수와 홀함수를 갈라내여 라. 

1) v = 3x 4 + —x 3 -3 2) v -- t ~ —— 

4 5x 3 + 2x 
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20. 두 짝함수의 적은 짝함수인가? 

21. 두 홀함수의 적은 홀함수인가? 

22. 다음 함수들이 짝홀성 을 가지 지 않는다는것 을 뜻구역 으로 설명하면 다음과 
같다. 

1) /⑴ = ^—+ ᄀ - 1 ■--- 이 짝홀성을 가지지 않는것은 뜻구역이 

Vx 2 -3 

(- a ), - V 3) u ( V 3, 2) u (2, + cx )) 로서 _ 이 아니기때문이 다. 

2) f ( x ) = x 2 + 5 -一ᅩ+ 이 짝홀성을 가지지 않는것은 뜻구역이 - 

X 2 -2 

로서 _이기때문이다. 

23. 다음 함수의 그라프를 x 축의 정방향으로 3만큼 평행이동하고 이어서 j ； 축의 정 
방향으로 2만큼 평행이동하면 어떤 함수의 그라프를 얻게 되는가? 

1) y = 3 ~ 5 x 2) y = 2 x 2 -1 3 ) y = ^[x 4) y = 2 x 2 + 8 x + 5 

24. 다음 2 차함수의 그라프는 3； = ; c 2 의그라프를 어떻게 평행이동하면 얻을수 있는가? 

1) y = x 2 —3 2) y = (^c — lY 

3) j = (j +4) 2 -3 4) y = x 2 + 6 x + \\ 

25. 2 차함수 j ； = 2 x 2 + l(k + 13 의 그라프를 어떻게 평행이동해야 y = 2 x 2 -6 x + l 
의 그라프와 일치하겠는가? 

26. 1999 <; c < 2000 일 때 함수 3； = ； c 2 +;c + i 의 함수값가운데서 옹근수값의 

2 

개수는 ( ) 이다. 

1) 4 001 2) 4 000 3) 3 999 4) 3 998 






























제 2 절. 분수함수와 무리함수 


분수함수와 그의 그라프 


變 ® 


1 . 다음 식에서 


ᄇ 乂 
진: 一 T 


1) 3'2 — 7 + x 


식을 가려내여 라. 

a /2 x 


a * 1 2 b 


4) 


3 a-b 


2 ) 


5) 


1 + x 


3) x + 


2 x-l 


x 


— 6 x + 9 
:ᄌ - 3)( ᄌ - 2) 


2. 분수식 1의 뜻구역의 x = l , 2, 3에 1의 값을 대응시켜라. 

x +1 x +1 

이때 뜻구역의 어떤 X 에 대하여서도 서로 다른 의 값이 정해지 

X ~h 1 

겠는가? 


분수식의 뜻구역의 매개 값에 그 분수식의 값을 
대응시키는 함수를 분수함수라고 부른다. 


례 1= ) 다음 분수함수의 뜻구역 을 구하여 라. 

1) J = 2) y = X +2 

x -1 x + 3 

(풀이) 1) x-1 ^0 즉 1 

따라서 분수함수 7 = i 의 뜻구역은 (-와 l)U(l,+oo) 

x-l 

2) ᄌ + 3 뉴0 즉 x 뉴-3 

따라서 분수함수 j=i + 2 의 뜻구역은 (-과 -3) U (-3,+ oo ) 

x + 3 


문 제 

다음 함수들의 
1) 少 = 1 + 丄 


뜻구역을 구하여 라. 



3) 


2 x-l 
4 一 3 x 


4) 



3 x 一 10 
一 6 x + 8 


象逆送攻 


少 =_=/( x ) 일 때 y : 


2 


x 


x — 3 


+ 5 를 에 관하여 표시 하면 


j =2/0 c -3)+5 라고 말할수 있는가? 

2. 아래와 같이 함수의 그라프를 순차적으로 얻자면 어떻게 
해 야 하겠 는가? 
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12 2 2 
”一 각”一수” 一 도이 = — - + 5 
x x x -3 x -3 


( y = fix ) = — ^y = 2 f ( x ) ^y = 2 f ( x ~3 ) ^y = 2 f ( x ~ 3 ) +5) 
s ᄃ x s ᅳ s s 


少 


a 


x-m 


+ n ( a , m , 


상수， a^O) 모양으로 표시되는 


함수의 그라프는 戶一의 그라프를 변환하여 얻을수 있다. 

x 


ai 2^) 


少 


2 x-l 


X ~h 1 

분수식 을 변형 하면 


의 그라프를 그려보자. 


2 


少 


X — 
2 


2 


3 가 


x +1 


x +1- 

； _2 

x +1 


2 (x + l )-3 


x +1 


즉 7 


X + 1 


+ 2 


기 = 1 을 I —A —-A —-i — 

X X X X X + 1 


X + 1 


+ 2 


와 같이 바꾸면서 이 에 따르는 그라프변환을 차례 로 진행하면 된다. 
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그림 2-13 

















































문 제 

1. 다음 함수의 그라프는 7 = 丄의 그라프로부터 어떻게 얻을수 있는가? 

1) y = —— 2) y = 3 3) y = --—— hi 

x x -1 3 -x 

2. 그림 2-14 는 7 = 丄 의 그라프를 변환한것 을 보여준다. 

x 

변환된 곡선은 어떤 함수의 그라프인가? 



變® 다음 분수식 들을 一^ + w 의 모양으로 변형하여 라. 

x-m 

x 4 x-l 2 x + 16 


1 + x 1 — x 3 x + 3 



nx 4 - h 

少 = _ - ( a , b ， c , d 는 상수 ， c 유 0, 公 c - ad 뉴 0) 형태로 된 

cx + d 


분수함수의 그라프는 다 함수 j = i 의 그라프로부터 얻을수 있다. 

x 



문 제 

1. 함수 기 = 丄의 그라프를 변환하는 방법으로 다음 함수의 그라프를 그려라. 

X 


1 ) 



2 ) 


3 x 一 4 
x + 2 


2. 다음 함수의 그라프를 그려라. 


1) y = 


x 



3) 


4 x 

2 x -4 


4) 7 


12 - 4 x 
2 x — 3 



4) y = 



1 + x 
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/7 T 

3. 함수 -의 그라프는 직선 기=2， x = l 을 새로운 ; c 축，기축으로 잠을 때 

x + b 

7 = 1의 그라프와 같아진다. a ， 6의 값을 각각 구하여 라. 
x 

2. 무리함수와 그의 그라프 

變® 1. 다음 식 들가운데 서 무리 식 을 가려 내 여라. 

Vx , (ᄌ-3) 2 , a + H ^ 1 , {lx 

U + l V3 (x + 1) 

2. 무리식 의 뜻구역의 x -3, 4, 5에 H 의 값을 대응시켜라. 

무리식의 뜻구역의 매개 값에 그 무리식의 값을 
대응시키는 함수를 무리함수라고 부른다. 


례 다음 무리 함수의 뜻구역 을 구하여 라. 

1) v = 、lx 7 2) v = r -- _ + x 


(풀이) 1) x +7>0 즉 x >~7 


따라서 무리함수 의 뜻구역은 [- 7 , + oo ) 

2) 분모가 0이 되지 말아야 하므로 x +3>0 즉 x >-3 


따라서 무리함수 少 = , - + ' 의 뜻구역은 (-3, + oo ) 

、/ ' + 3 


문 제 


1. 다음 함수의 뜻구역을 구하여 라. 
1) y = V 2 x +1 

3) y = 、 lx 2 -2 ᄌ + 15 


2) y = {^ - 5x)i 


4) 




x +1 
x + 3 


2 . 3； = "2 jc_1 + "1_2 jc 의 뜻구역은 ( ) 이다. 


1) x> 


2 


2) x< 


2 


3) x 


2 


4) x < 


2 


x > 


2 
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[ 1. )厂/(ᄌ) = 、/1 일 때 y= 2、lx + 1 +5 를 y=f(x) 에 관하여 표시 하여 라. 
2 . 다음 함수의 그라프를 얻 자면 어떻게 변환하여야겠는가? 


少 = 니 => 少 : 2 、[도 => 少 : 2、lx + 1 =^> y = 2^x + l + 5 



y = a、lx -m + n{a ^ O) 모양의 무리함수의 그라프는 


함수 y = 在의 그라프를 변환하여 얻을수 있다 . 



례 i) 少 = 在의 그라프를 어떻게 변환하면 j ； 
겠는가 ? 


■、/2 - 4x +3 의 그라프를 얻 


( 풀이 ) y — -、!2 — 4x + 3 = — /— 4 


X - 

2 


+ 3 = -2^l~(x-—) +3 


少 


Vx 을 


^\[x — ^-yfx — > _ 2 、/도" —> _ 2 、/一 X —> _ 2 , 


X 


2 


-2 


X 


2 


+ 3 


과 같이 바꾸면서 이 에 따르는 그라프변환을 차례 로 진행하면 된다 . 



x 



V 


•X 죽에 관한 




V 


，또는(원 점 에 관한 대 징 이 동 ) 


J 축에 관한 y 
대 칭 이 동 

\y 

\ 

—y 

y=~2 、 l_ x 

X 

0 : 


X 



3 ；축의 정 방향 
으로 평 행 이 동 


7 


y = ~2 a/ _ (x _ 0.5) +3 



0. 5 


그림 2-15 
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문 제 

1 . 3 ； = a / I 의 그라프를 어떻게 변환하면 다음 함수의 그라프를 얻겠는가? 

1) = (x — 1)2 2) y — — 、 J— x 3) y — _ x _1.5 4) y— — -\l 0.5 — x + 2 

2 . 다음 함수의 그라프를 그리는 방법을 말하고 대강 그려보아라. 

1) y — V 2x - 3 2) y — —(4x — 3)2 3) y — —2^1 3 — x +1 

3. 다음 그림과 같이 변환한 곡선은 어떤 함수의 그라프인가? 



그림 2-16 



련습 문제 

1. 7 = ^— 의 뜻구역은 ( ) 이다. 

2-x 

1) (2， 3) 2) [2， 3) 3) (2， 3] 4) (서， 2) U (2, +미 

2. 함수 기 = 丄의 그라프를 변환하여 다음 함수의 그라프를 그리는 방법을 말하고 

ᅳ x 

대강 그려라. 

1 ) y = 3 - - 一 2 ) y — ~——■- 3 ) 기 = !즈 土 1 4 ) y = — 3x — I 

x -2 2 -x 3x +1 x 

3. 함수 3； = ^—+ 4 의 그라프를 j； 축에 평행되게 얼마만큼 이동해야 A(5，1) 이 

x -2 

이 곡선의 점으로 되겠는가? 

4. 함수 少 = 으^ U 굳-쓰, 굳 0) 의 그라프를 7 = 丄의 그라프로부터 얻 

cx + d c x 

을수 있다는것을 밝혀라. 

5. 무리 함수 j = 石의 그라프를 변환하여 다음 함수의 그라프를 그리 는 방법 을 
말하고 대강 그려 라. 
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1) y — — Vx + 2 2) y — \ — yj x — 2 , 3) — 3 + V' + 1 4) y — -\l 6 — 9 x — 4 

6 . 함수 y= 2 ᄌ _3 의 그라프는 직선，仏와 사귀지 않는다는것 을 밝혀 라. 

x +1 

7. 그림 2-17 을 보고 안같기식 1= 즈 샀 +1 의 풀이모임 을 구하여 라. 

x 一 1 



8 . 그림 2-18 을 보고 안같기 식 、/3 -;c 느 -1 의 풀이 모임 을 구하여 라. 



9 . 함수 기 = ^1의 그라프를 그려라. 

x 一 1 

10. 함수 少 = 씨콰의 그라프를 그려라. 



함수 y = 의 그라프를 대강 그려라. 
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1. 지수가 몽근수인 제곱 


제3절. 제곱고ᅡ 제곱함수 




a^O, m ， 자 CN 일 때 

m 

1 ) 지 수법 칙 으— = a m - n 은 m 과 ^사이 에 어 떤 관계 가 있을 때 써 

a n 

왔는가? 

2 ) 지수법 칙을 m=n 일 때도 그대로 쓰기로 한다면 


? 5 

= 2 5 一 5 = 2 ° 

2 5 

이다. 2° 의 값은 얼마와 같다고 볼수 있는가? 

3) m = n 일 때 지 수법 칙 이 그대 로 성 립하게 하자면，의 값을 얼 
마로 정해주면 되겠는가? 



ai I) 





1 ) a^Oy m ， n^N 일 때 지수법칙 


—一 = a m — n 을 m 〈 n 일 때 에도 그 

_ n 


대로 쓰기로 한다면 

? 3 

= 2 3-5 = r 1 

2 5 

이 다. 2 _2 의 값은 얼마와 같다고 볼수 있는가? 
2 ) a- 2 을 어 떤 분수모양으로 정 해 주면 좋겠는가? 

a n = 」一 (a 뉴 0 ， n ^ N) 


aTT^) 


2 


-4 



16 


2 x 
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2 x {3 a + b ) 2 


(3 次 + b ) 2 


































nr 


제 


. 다음 값을 계산하여 라. 


2 1 0 


1) 0.0023° 2) (-1.087)° 3) (_ᅱ 0 4) ~(~7)° +[(_3.7+-)」] 


2 . 다음 식 을 분수모양으로 표시하여 라. 

1) 5' 2 2) (- 9) 1 3) (3 xy ) 3 4) (x + y ) 

3. 다음 식 을 제 곱으로 표시하여 라. 


1) - 


2 ) 0.000 001 


3) 


125 


4) 


16 a 


4 


5) 


4. 다음 수들의 크기를 비교하여라. 


1 ) 3_ 4 과 2 


-4 


2) o.or 3 과 o.ooi 


-3 


3) 


6 


一 3 


과 


6 


27 (m + n ) 


一 4 


5. a , b 수 0, 일 때 다음 같기 식이 성립한다는것을 밝혀 보아라. 


m „0 


i \ m 

1) a a 


a 


m+0 


2 ) [a 


m 


\0 


a 


m-0 


3) ( ab )° = a ° b ° 4) 


a 

~b 


° a 0 


b ° 


6 . 다음 같기식이 성립한다는것을 따져보아라. ( a , b 수0, m ， n ^ N ) 
1) a 


—m -n -m+(-n) 

•a = a v 7 


-m -n 

a a 


m n m n 

a a a a 


m+n 


a 


- {m+n) 


a 


-m+{~n) 


a 


2 ) a m + a_ n = a m + n) 


3) 


\a 


一 m 


in 


a 


一 mn 


4) [ ab ) n = a~ n b 


-n 


5) 


a 

~b 


-n 


a 


-n 


b 


-n 


2. w 차뿌리 

1) 丄제곱 

n 


연 


바른6면체의 한 모서리의 길이가 a 일 때 그 체적은 a 3 이다. 

1 ) 바른6면체의 체적 이 8이 라고 하면 모서 리의 길 이는 얼마이겠 
는가? 


2 ) a 3 =8 에 맞는 a 의 값을 8 m 로 표시하면 m 을 어떤 수로 표시 
하면 좋겠는가? 

3) 바른6면체의 체적이 V 일 때 모서리의 길이를 제곱모양으로 
표시 하여 보아라. 
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心 0 이고 n > 2 ( n ^ N)m 때 사제곱이 a 인 부 아닌 


는를 로 표시하고 ^의 丄제곱이 라고 부른다. 





례 1) 27=3 3 이므로 27둥 =3，100000=10 5 이므로 10000(” =10 

1 

16 = 2 4 이 므로 16^-2 

1 

a ” 을 ^와 같이 쓰고《«루트 «》라고 읽 는다. 

(여 기서 ^=2일 때는 보통 n 을 쓰지 않는다. ) 



제 


1 . 다음의 같기식 을 一 제 곱이 든 식 으로 고쳐보아라. 

n 

1) I 3 = 1, 2 3 = 8, 5 3 = 125 2) 5 1 2 = 25, 

2 . 다음의 같기 식 을 ^제 곱이 든 식 으로 고쳐보아라. 


81，0.1 5 =0.00001 


1) 4^ =2, 729 


8000000 3 =200 


2 ) 0.36 2 =0.6. 


나7 


0.000064 6 =0.2 


2) 사차뿌리 


勤送及 


. 다음 방정식의 풀이를 말해보아라. 


1 ) 


9 


25 


2 ) 


-27 


2 . 2차뿌리 를 정 의하여 라. 


방정식 났 의 풀이를 a 의 

«차뿌리라고 부른다. 
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aTT ) ； c 3 = 8 의 풀이 즉 8의 3차뿌리 는 8궁 =2 
,=16의 풀이 즉 16의 4차뿌리는 2， -2 


문 제 


1. 다음 말이 옳은가? 

1) 2ᅪ -2^ 64^ 6ᅪ^•균1ᅬᅪ. 

2) -5 는 -125 의 3차뿌리 이다. 

3) 0.4 와 -0.4 는 0.0256 의 4차뿌리이다. 

4) 0은 0의 스 GN ) 차뿌리 이 다. 

2. 다음 값을 구하여라. 

1) 64의 3차뿌리 2) -27 의 3차뿌리 

3) 0.000 1ᅬ 4ᅪ^•균1 4) 81ᅬ 4ᅪ^•균] 


연 


1) 다음것들의 자차뿌리는 몇개인가? 


(1) 9ᅬ 2ᅪ^^1 (2) 16ᅬ 4ᅪ^^1 (3) 64^ 6ᅪ^^1 

2) a 〉0 일 때 a 의 짝수차뿌리 의 개 수는 몇개 인가? 

3) 0의 짝수차뿌리는 얼마인가? 

4) a <0 일 때 a 의 짝수차뿌리는 얼마인가? 


사이 짝수일 때 


ᆻ0이면 a 의 사자뿌리 
a = 00 m aO \ 자자뿌리 


두개 즉 土以 
0뿐이다. 


(土*) 


a <0 이면 a 의 자자뿌리는 없다. 


례 1) jc 4= 256 의 풀이 즉 256의 4차뿌리는 

1 _ 

x — 土256 4 = +4 또는 x — + V 256 = + V 4 4 = ±4 

2) X 8 =11 의 8차뿌리는 

1 

X = ± 11 8 또는 X = 

11 2 ndF 싸 8 = 1.3495 

따라서 x ^± 1. 3495 
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변理及 


다음것들의 M 차뿌리는 얼마이며 몇개인가? 

1) 8ᅬ 3ᅪ^^1 2) 32^ 5ᅪ^^1 


3) -32 의 5차뿌리 4) 0의 홀수차뿌리 

2 . aeR 일 때 a 의 홀수차뿌리의 개수는 얼마인가? 



사31 홀수일 때 


公0이면 a 의 자자뿌리 
以=0이면 a 의 자자뿌리 

a < 00 m G 의 N 자뿌리 


次 w 유/도)이다. 

0 뿐이다. 


a 


«이다. 



앞에 서 뿌리 기호 火 「은 一제 곱을 표시하는데 썼 다. 

n 


이 홀수일 때 뿌리기호 


可: ~T 


ᄇ 少、 


의 M 차뿌리 를 표시 하는데 도 쓴다. 


례 5 B -5 의 3차뿌리를 와 같이 쓴다. 


즉 V - 5 = — 5 3 = — 5 


HT 


제 


다음과 같이 말하면 옳은가? 
1 ) 있64 는 정 수이 다. 

3) -2 의 3차뿌리는 없다. 


2) "-125는 정 수이 다. 

4) 64^ 3ᅪ^•균1ᅩ 2 i _ 4ᅪ 一4 이ᅪ. 


5) 9의 4차뿌리 는 정 수이 다. 6) 1 方-121은 부수이다. 

2 . 다음 방정 식 의 풀이 를 제 곱과 뿌리 기호를 씨 서 각각 표시하여 라. 


1) x 6 = 1.3 , x 


10 


4 


x 


4 


0 


2) x 


2 


x 


0 , X’ — — 0.6 


3. 다음 뿌리 가 있으면 제 곱으로 표시하여 라. 


1) 一의 4차뿌리， 0의 6차뿌리， 一0.12 의 8차뿌리 
2 

2) 13의 5차뿌리，0의 7차뿌리， 一1온의 9차뿌리 

7 

4. 다음것 을 제 곱으로 표시하여 라. 






























5. 다음 방정식을 풀어 라. 

1) x 2 -1.3 = 0 2) 3 jc 2 -11 = 0 3) 3 x 14 -18 = 0 

4) ( i -5) 5 = —2 5) (x + 1) 7 =3 

6. 다음 같기식이 a 의 어떤 값들에 대해서 성립하는가? 

1) \la 3 = a 2) V 公 4 = a 3) V 公 4 — ~cl 4) 혹 / 公 4 = a 


3) 스제곱의 성질 


n 




^ 1. A >0 일 때 A 급 = B 가 옳다는것을 증명하자면 어떤 사실들을 밝 
혀 야 하는가? 

2. 다음 값들을 비교하여 라. 


1) (8.27) 궁 과 8궁 .27 


2 ) 


127 


과 


27 


3) 


4 


2 


과 4 3 戶 


4) 


64 2 

v J 


과 64 


2-3 


스제곱의 성질 


n 


1 1 


2 ) 


3) 


{ab)n - 

= a n b 


i 

l 

，次 ) 

n 

a n 



= i 

b n 

f 1 

\ m 


a n 


/ m 

= [a 


a n b n (a > 0, Z ? > 0, ^2 g N ) 


- (a > 0, 6 > 0, n g N ) 


\n 


(a > 0, ^2 g N , m g N ) 


4) [a 


m J n = (a mk ) nk {a > 0, m," g N , ^ g N ) 


5) 


a 


m 


n 


a 


mn 


a > 0, m g N , n g N ) 


성 질 1), 3) 을 증명하자. 
1) 의 증명 
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n 


n 


n 


a n b n = a n b n = ab 

V ) \ ) \ ) 

l l 

한편 a >0, 스 >0 이므로 a n >0, 公금 >0 

l l 

따라서 a n b n > 0 이 리 하여 

i II 
{ ab)n = a n b n 

3개이상의 부 아닌수 a , b ，."， '에 대하여서도 다음 식이 성립한다. 


、 ab". = a n b n … i n _ 히 ( 公 7 ’)« = 幻 f 

J = 

3) 의 증명 

(2>0이므로 성질 1) 에 의 하여 



= a n 


a n • a n 


a n ={a • a . a ) n = { a m ) n 


거 


•J 


m 개 


m 개 


례 6 ) (81.256 상 =8나 .256 ? =3.4 = 12 

丄 I 

( 27〒 _ 27 3 _ 3 

v 64； -가 _4 

V ’ 64 3 




32 5 




세 


h / 



少 

1 

a v 
/ c 

15 

— 


따라서 (32 4 >义1.2599 


1.2599 


문 제 

1 . 다음 식을 간단히 하여 라. 

1) (0.4 卞 2) (7 卞 
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2 . 다음 식의 값을 구하여 라. 


1 ) (16.81 )i 


2 ) 


sT._ 


4 


3 ) ( 8 . 125 . 64 ): 


4) 


54 


2 


5) 


f 1 ^ 

4 

f 1 A 

10-19" 

• 

10 + 19" 

V ) 


V J 


4 


3. 一 제곱의 성질을 뿌리기호를 씨서 표시하여라. 
n 

4. 다음 같기식 이 옳은가? 


1) (V3) 3 =^27 


3) V-2 


\i 


128 


2 ) \^2) =\f\6 

4) (^3) 7 = V 2187 


5. 밑수의 인수가운데서 一 제곱 또는 뿌리기호밖으로 내보낼수 있는것은 다 

n 

보내 여 라. 


1 ) (81. 


公 4 F 


2) V-3aV 0 


3) ^64 a 7 x u y [ 


4) 


^ 6 y 


6 . 다음 식에서 인 


，之 、 S 


ᄅ 一 제곱 또는 뿌리기호안에 넣어 라. 
n 


1 ) 5 - 


2 


2) 2 V 3 


3) xy ： 


y 

X 


4) (a - b )\ 


2 


a 2 - b 2 


7. 다음 두 식의 값을 비교하여라. 


1 ) • 과 々 2) ^과 3 々 


3) 2 3 과 45균 4) 7 3 과 


2 


2 


3. 지수가 분수인 제곱 


변理述 


1 . 다음 식들의 값을 비 교하여 라. 


4 


2 


2 


2 4 戶과 2 2 =2\ (81_이4과 81 4 =81 2 ， (81 기4과 81 4 =81 


2 /oi-2 


2 


2 . a 〉0 일 때 a 3 h 을 一 으로 쓰기 로 해 도 되 겠는가? 






























a >0, m 도 z ， 자 GN 일 때 (公厂을 a n 으로 표시하고 

ryi 

(2 의 一 제곱이 라고 부른다. 
n 


1 m 

( m \ 

[ a m > = a n 

n m rt 

人 1 a = a n 



유리 수지수가 부수일 때 도 부의 옹근수지수인 경 우와 같은 뜻을 가전다. 

a 〉0， m , 자 GN 일 때 


즈 



a 


m 

n 


a 


m 

n 


유리수지수는 또한 약분할수 있다. 


公〉0일 때 



즈 


上 

一 



iTT) 1) 5— 16 을 丄제곱모양으로 변형하여라. 

n 


2 ) 



분수제 곱모양으로 변형하여 라. 


16 _8 1 

(풀이) 1) 父 16 =5— 10 =5—1 =(5— 8 > 







































nr 


제 


1 . 


다음 식 에서 유리 수제곱을 一 제 곱모양으로 변형하여 라. 

n 


2 


-1.4 


1 ) 6 3 2 ) 8 5 


3) 0.9 


0.2 


4) 


2 


2. 다음 식 을 유리 수제 곱모양으로 변형하여 라. 


1) (12.4: 


2 


2 ) 


17 


3) 


1 


4) 


1 


5) 


112 2 )4 


3. 다음 제곱의 값을 구하여 라. 


2 



4 


6 ) 


1 


3 b { a 2 


1 ) 1000 


2 ) 0.01 一 1 


3) 


-0.72 


5) 27 3 6) 16 ^ 

4. 다음 식의 뜻구역을 구하여라. 


1) 




2) (次- 5) 


2 


7) 81 


4 


3) 


으 

4) 10 7 

8 ) 0.01 25 

4) 1 상 (4 - x ) 7 


유리 수지 수의 경 우에 도 지 수법 직 이 그대 로 성 립 한다. 

1 ) 次 , • a - a r+s {a > 0, r , s e Q ) 

r 

2) — = a r ~ s {a > 0, 厂 ， s eQ ) 
a s 

3) { a r ^j = a rs (次〉 0, r , s eQ ) 

4) (a - b、f = ab r {a > 0, 公〉 0, r eQ ) 
f bX b r 

5) — = — (a > 0, b > 0, r eQ ) 

\a J a r 


1) 을 증명하자. 

(중명) r , 5를 분모가 같은 분수로 고친것 이 r = — , s = 느{ᅣ, m g Z , w g N ) 

n n 

이 라고 하자. 

m k 11 1 1 m+k m k 

a r a s = a : a : = ( a m ); ( a h ); = [ a m a k \n = ( a m+k )n = = a : + : = a r+s 


마찬가지방법 으로 다른것 들을 증명할수 있 다. 
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례 



2 


3 4 • 


-그 


3+8 


3 _ 3 4 3 _ ^ 12 


11 
3 石 


0.2 2 수 0 . 2 3 = 0.2 


2 


(16 


-0.75 


8 그. 

r 8가 

)1 =16 4 

v ~3. 


-3-2 

= 0.2~^ = 
16 2 = 256 


0.2 


1 丄 丄 丄 

(81.16)1 =8l"4 -16 4 = (3 4 )1.(2 4 


4 


‘2ᅳ 


-1 시 


6 


6 


HT 


제 


1 . 다음 식을 간단히 하여라. 


1 ) \[a^ 5 ^~a 


2 ) 


f 2 
a 즈 


4 


3) 


V2 


2. 다음 식 을 지 수가 분수인 제 곱으로 표시하여 라. 


1) a/2W 


2) J-3- 


3) 




f 5 I 


4) 、 jb 2 사 b- 3 (b 〉 0) 5) va^a^aja {a > 0) 


3. 다음 식을 간단히 하여 라. 

2 


2 


1) 


21 、3 


a 2 b 


a 3 b 2 


2 ) 


Vx K/x \\[x 

\[x v ^fx v 시 


2 



f a+b \ 

b-c 

f c+a \ 

a-b 

厂 b+c 、、 

3) 

x c ~ a 


X b ~ c 


x a ~ b 


c-a 


4) 


a 


b 3 c 


a 


12 




a 


2 b 4 c~ l 


4. 


한 지 방산업 공장에 서 는 기 술혁 신으도으 


과 ᄋ S 


힘있게 벌려 생산량을 5년동안에 해마 

다 평균 37%씩 늘였다. 

1) 3년만에는 생 산량이 약 몇 배 로 늘어났겠는가? 

이전 생산량을 1로 보면 생산량이 

37 


1 년만에 는 1+ 


100 
37 


2년만에는 (1+ —— ) 2 


3년만에는 (1+ 


100 

37 

ioo 


3 


처 2. 571 


답. 약 2. 6배 


2) 4년 3개 월만에 는 생 산량이 약 몇 배 로 늘어났겠는가? 
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5. 어느 한 닭공장에서 생산공정을 현대화하여 닭알생산을 해마다 평균 30%씩 
늘였 다. 3 년 6 개 월만에는 이 전에 비 하여 닭알생산량이 몇배 로 늘어났겠는가? 


4. ᄍ제곱함수 

지수가 무리수인 제곱도 유리수와 같이 생각할수 있다. 

례를 들어 2々이 어떤 실수 以에 끝없이 가까와간다는것을 알수 있다. 

、反 = 1.41421356 … 


2上， 


1 ol.4 ol.41 ol.4142 


， a 


•， 2 1 • 


■> 


4143 ol.415 ol.42 ql.5 


<■ 


， 2 2 


우의 근사값들로 이루어진 두 렬은 다같이 어떤 수에 끝없이 가까와간다. 

이 수 " 를 2^로 표시 하기 로 한다. 

지 수가 무리 수인 제 곱에 서 도 지 수법 칙 이 그대 로 성 립 한다. 




[ 1. 매 개 수 x 에 제 곱 을 득 하나씩 대 응시 킬수 있는가? 


2. 매개 수 x 에 ; c 3 을 득 하나씩 대응시 킬수 있는가? 

3. 매개 수 에 제곱 여 eR ) 를 득 하나씩 대응시킬수 있는가? 

에 그의 a 제급 (a ER ) 을 대 S 시키는 함수 f:x 구 x a 
또는 3； = ； 广을 a 제곱함수라고 부■다. 

제 곱함수에 서는 지 수가 어 떤 수인가에 따라 그의 뜻구역 이 달라전다. 


문 제 

1. 다음 제곱함수들의 뜻구역을 구하여 라. 


1 ) y = x 3 

2) y = 

= x ~ 4 

1 

3) y = 

i 

4) y = x 5 

5) 7 = 

1 

Vx 3 

6 ) y = 


2. 함수 7 = ᄌ 3 의 그라프는 그림 2-19 와 같다. 
왜 그런가? 

3. 다음 제곱함수의 그라프를 대강 그려보아라. 

1) y = x 3 2) y = x 4 
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련습 문제 


1. 


다음 식을 계산하여 라. 

-3 


1) 


0 


7-3 


127 


2 ) 


2_ 4 -23° ( 3、 

4 


— 1 


— 1 


3) 


4 


2 〉 


-1 


-2 


4 가 


2. 다음 식 을 지 수가 부의 옹근수제곱이 없게 변형하여 라. 

一 3 ， 1 -- 2 2- 5 c~W{a + b)- 2 


1 、 ，5 L _4 4 쩽 _2 ᄂ 一 4 

1； -3 ab c 3 a be 


2 ) 


2x~ 3 y~ l z 


-5 一 - 2 -3 


3 x ~ y z 


3) 


64_ W 13 c 7 U 2 


마 1 


3. 


다음 식을 간단히 하여 라. 

1 4 

1) 12금次궁 


3~ 6 4~~ 6 a~ 0A 


2 ) 


I4 4 b 9 


2 1.75 세 


4 

0.25 7 9 


3) 



6 

b V5 


4) 


a 3 + 公 


2 

公 3 \a 


자 [a(a - b)_ 


^[a -b^fb) 


2 


\l a - b 


4. 다음 방정식을 물어 라. 
1) (-3 jc ) 3 =81 

3) x -2 6 -7 = 0 


2) ( jc -5) 5 +2 = 0 
4) 3+2 VI =0 


5. 밑수의 인수가운데서 제곱 또는 뿌리기호밖에 내보낼수 있는것은 다 내보내여라. 


1) (-135) 


2) V1944 


3) 나 50a 2 


4) (162 a 4 유 


5) \ j 96 x u y 7 6) 2 


7 4 

^ 少 


ab 11 18 t/ 6 v 


a 4 b 


4 


7) 


uv V 375 公 4 스 3 


6. 뿌리 기호밖에 있는 인 


낫 、 S 

—T 운 


안에 넣어라. 


1) 3V5 


5) (公— b \ 


2 ) -25 - 


3) ab\ 


公 


a 


4) -3& V 5 


2a 


2 7 2 


a 


b 


6) {a + b)\ 


6 


2 7 2 


a 


b 


7. 다음 식을 간단히 하여 라. 


{a + b) 2 I3(c j -3c z d + 3cd z -d J ) 


2 


2 


1) 


2 ^ 3a -1 J(2a + l) n (a 2 + lab + 6 Z ) 


2 


c 一 d 


3) (a~ l -y l )(a~ 2 +6 


ab{a + b) 3 

，세 V 


-2 


U + 

ab 


a 


一 i 


2 -b 

b — 1 


(3 a - l ) 24 ( a 2 - b z ) 


2\2 


a~ l 一公一 1 a 一 1 + 公一 1 


4) 


+ 




a-b 

ab 


a + 


b\ l 


ab 


_ ci 


2 | 7 2 

a + 公 

— 2 z~2~ 

a -b 
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8 . 다음 식의 값을 구하여 라. 

1) ᄌ=12.25일 때 _-6) 2 -12 分 

。、 。「세 8 a-^Xfa 

2) 公 =2. 5일 때 一厂-1—厂- 

a + 2 V CL _ 4 

9. 다음 식의 값은 자연수 m 에 관계 없 이 일정한 값을 가진다는것 을 증명하여 라. 


+ 7상 


27ᄍ- 1 -19-27 


4 /I 세一 1 


16，卜丄 -16 


I b\ n (b、、 n+ i 

10 . MEN 이고 a ， 6 가 서로 다른 정의 옹근수일 때 一 과 一 가운데서 어 

V 次 ) V 公 ) 

것이 큰가를 따져보아라. 


11 . 


-V2 + V2 + V2 
2 - V2 + V2 


_3 —의 값은 


)이 다. 


1 ) 정수 2) 부수 

12 . 다음 식을 간단히 하여 라. 


4) 확정할수 없 다. 


(1 + 2 32 ).(1 + 2 16 ).(1 + 2 8 ).(1 + 2 4 ).(1 + 2 


13. 함수 少 = i 2 , 少 = i _ 2 , 少 = VI , 

써라. 

1 ) /(- x )=_/( x ) 를 만족하는 함수는 


에 대하여 다음 조건을 만족하는 함수를 모두 


이다. 


2 ) / - = —— 를 만족하는 함수는 _ 

UJ /⑶ 

3) / U + y ) =/ U )+/( y ) 를 만족하는 함수는 

4) f { xy ) = f ( x ) ./( y ) 를 만족하는 함수는 


이다. 


.이다. 

이다. 


V 9-2 


2 측/급 에 가장 가까운 옹근수는 ( ) 이 다. 


1) 1 2) 2 3) 3 4) 4 

以<6<0이면 아래의 결론이 옳은것은 어느것인가? 


1) Va < 4b 


2) 3) b < ~a 


4) 앞의것들은 옳지 않다. 


16. x 


a n - a n 


일 때 (x + a/i + x 2 ) 을 계 산하여 라. 
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복습 문제 




_■ 



다음 함수가운데서 짝함수，홀함수를 

1} 나 4 - 0 上 2 - 5 


각각 가려 내 여라. 

Q - 0.4 

2) y = — 

x -4 x 



4) y — Vl + x 2 




3 — x 


2 


2. /솨 / 2 (ᅬ가 짝함수이 고 gl ( x ), g 2 ( 지가 홀함수일 때 다음 함수의 짝홀성을 
구하여 라. 

1) / i (^)- f 2 (^) 2) f x ( x ) -/ 2 ( x ) 3) g { ( x )^ g 2 ( x ) 

4) 5) f x ( x ) - g { ( x ) 6) f x ( x ) - g { ( x ) 

3. 함수 / U ) 테 x : 4 + foe 3 네 2 + 쇼: + e 가 짝함수로 되 기 위 한 조건을 구하여 라. 


4. 함수 f ( x )= ~ X 에서 함수 gU ) 의 그라프와 의 그라프가 j ；=； c 에 

1 + X 


관해 대칭이라면 g ( l ) 의 값은 얼마인가? 

5. 7=/ᄂ^에 거물함수 厂 1 이가 존재한다. 7=/⑴의 그라프를 원점주위로 시계바 
늘이 도는 방향으로 90ᄋ 돌리면 다음 함수 ( ) 의 그라프를 얻는다. 


1) y = 2) y = f l ( x ) 3) y = -f l ( x ) 4) y = -f l (- x ) 

6. f (、 x ) 니 ax + b 와 /— 1 (一; c ) 가 모두 점 (1， 2) 를 지난다면 / U ) 와 /니(一지 의 그라 

프가 사귀 는 점 의 개 수는 ( ) 이 다. 

1) 1 2) 2 3) 3 4) 없다. 

7. 7 = ^^여<0)의 거물함수를 구하여라. 

1 -x 

8. /厂즈=丄아 = 즈^丄+ 1일 때 fix ) 를 구하여 라. 

V x y x x 


9. /{/[/ ⑴]} = 27义 + 13 일 때 /0 c ) 를 구하여 라. (/ Oc ): 여 러 마디 식 ) 

10. f(x) =ax 3 -^x 2+ bx-8 °] /(_2)=10일 때 /(2)의 값을 구하여 라. 

11. 함수 J = 丄를 변환하는 방법으로 다음 함수의 그라프를 대강 그려라. 

x 


1) y = 


2) 少 = 


16 


3) 少 = 


9 x 
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x _ 3 


x + 7 


3 x +1 






















12. 함수 도를 변환하는 방법으로 다음 함수의 그라프를 대강 그려라. 


1 ) y~ 3-\/x" + 2 


2) y — 、j x — 3 + 4 


3) y — "2，、 J 2 x +1 + 3 


4) y = 3V2-X-7 


13. 다음 함수의 뜻구역을 구하여 라. 


1) y = 3、/2 x 2 + 


4 


3^fx 

14. a >0, n 〉 l ( neN ) 일 때 


2 ) 7 


x + 2 

나 2 —I 


V 7 


<그 n ia^ 

가운데서 어느것이 제일 크고 어느것이 제일 작은가? 

15. 다음 식을 제곱으로 고쳐서 간단히 하여 라. 


4 1 .2 6 I .5 


1) 


\[a 


4 


2 ) 


ljb 2 4b\jb4b 


30/7.12 


16. f { n ) 


n 


2 


1- V 5 


n 


2 


일 때 다음 같기식 이 성 립 한다는것 을 밝혀 라. 


/( 100 )+/( 101 )=/( 102 ) 


17. 다음 같기식 을 증명하여 라. 


2d 2 + 3 + 幻卜、 /4 幻 【오 + 3 


-0.5 


2d 2 + 1 + ci 、 l 4 u 2 + 3 


a 


+ V 4(2 2 + 3 


3 、「a 


2 


丄 丄 2 2 0 

18. + 조 =3( jc 〉0) 일 때 X 외 값을 구하여 라. 

x + x +3 

19. y = - 또는 의 그라프를 변환하는 방법 으로 다음 함수의 그라프를 대 


x 


강 그려 라. 


1 ) 7 


2 x +1 
x 一 1 


2 ) 7 


9 x + 3 
3 x 一 1 


3) y = ~ f + 4 + 4 
20. 다음식을계산하여 라. 


2 


4) y ~ 、/2 _ 4x H — 


-i 


i ) 


a 1 -b 


2 


( a - b )I 


a - b 


a 2 + 公 2 
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21. x = Jl 5 -세 2 사 [Hi 때 -\=——의 값을 소수점아래 세자리까 

x 2 - 3V3x + 7 

지 계산하여라. 

22. 다음 식의 값을 구하여라. 

d 상 10 +w 미’ 10 - 6 、’궁 2) TiW + ItW + T 7 vF 


23. 


녜 (1991; 


-1991 ”)(> eN ) 일 때 



값을 구하여 라. 


1 서 x 10 +x 8 +x 2 +l 시 드 。” 니 ] 

24. 卜 = 3일 ᅰ 사+， +1 의 하 째 라. 


X 


25. x = \ l 네1 일 때 


x 6 +14? + 50 
+ 2x + 2 


의 값을 구하여 라. 



함수 7 = 에 대한 성질 

1) 함수 y = x 2k (소 eN ) 의 성질 

함수 7 = ' 2 , j = ; c 4 의 그라프를 그려보면서 생각하여라. 

2) 함수 y = x 2k+x (소 eN ) 의 성질 

3) 함수 y = x~ 2k (소 eN ) 의 성질 

함수 7 = x ~ 2 , j = f 4 의 그라프를 그려보면서 생각하여라. 

4) 함수 7 = x - {2k ~ l) (소 eN ) 의 성질 
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게 3 광. 방성저과 언•강기겨 



분수방정 식과 분수안같기 식 
무리 방정식과 무리 안같기식 
같기식고ᅡ 안같기식의 증명 
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제 1 절. 분수방정식과 분수안같기식 

1. 분수방정식 

@ ^ 다음 방정식들가운데서 분수식이 들어있는 방정식을 가려내여라. 

1) 3ᄌ + 8 = —-— 2) x 2 + —X = 36 3) —— — = — —- 

5 x-l 5 x -1 x 

분수식이 들어있는 방정식을 분수방정식이라고 부른다. 


變® 다음과 같이 얻어진 풀이가 주어 진 방정식의 풀이로 되는가? 

왜 그런가? 

x ( x 2 - 2 x + 1) ᄊ x(x - 1 ) ᄊ / ^ t 

--- = 0 =^>-= 0 x[x — 1)=0 물이 모임 {0,1} 

x - 1 x - 1 

분수방정식은 오른변이 0이 되게 변형하고 

통분하여 — = 0 모양으로 고진 다음 약분하지 
A 

않고 푼다. 이때 

B jB = 0 

—— = 0 <^> { 

A A 농0 

V 


례 r ) 다음 분수방정 식을 풀어 라. 



(풀이) 오른변을 왼변으로 옮기고 통분하면 


x _ 



- 1)+ 2 {x + 1) 


x 


2 



= 0 


분자를 정돈하고 인수분해하면 

3(ᄌ - l)(x + 2) = 0 
x 2 -1 


이 로부터 

3 (x - l)(x + 2) = 0 ① 

V -1 굳0 ② 

V 

①의 풀이 1과 -2 가운데서 1은 조건 ②에 맞지 않는다. 

풀이모임 {- 2} 
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(다른 방법) 

뜻구역 JC 퓨±1이 므로 두변 에 분모의 최 소공통배 수 JC 2 _1 을 곱하면 

x - 5 + 3( x 2 -1)= -2 (x + 1) 

이 방정식을 풀면 3 x 2 +3 x -6 = 0 


3 (x - l)(x + 2)=0 
따라서 x = l , x = -2 

그런데 1은 주어 진 방정 식 의 뜻구역 에 들지 않으므로 버린다. 

풀이모임 {-2} 


문 제 

다음 방정식을 풀어 라. 


3 x + 2 3 x 一 2 
3) 丄 L + 1 느 = 0 

x x 一 1 x 一 1 


2 ) 


2 3 x x 
- 1 -=- 

x 一 2 x +1 x 一 2 


4) 



3- 


2 


x - 2 



례 P 큰 물주머 니 에 물을 채 우기 위한 크기 가 다른 양수기 가 두대 있 다. 두 양 
수기를 다 쓰면 물을 채우는데 2시간 24분 걸리고 한 양수기만 쓰면 다 
른 양수기보다 2시간 더 걸린다. 하나씩 쓰면 각각 몇시간 걸리겠는가? 
(풀이) 큰 양수기 로 물을 채우는데 걸린 시 간을 x 라고 하면 
작은 양수기 로 물을 채 우는데 걸 린 시 간 x +2 
채우려는 전체 물량을 1로 볼 때 


한시간동안에 큰 양수기 가 퍼올리 는 물량은 一 

x 


작은 양수기 가 퍼올리 는 물량은 


x + 2 


두 양수기 가 한시 간동안에 퍼 올리 는 물량은 一 +- 

x x + 2 

한편 두 양수기 를 다 쓰면 2시 간 24분 걸 리 므로 한시간동안에 


두 양수기 가 퍼올리 는 물량은 


2 


2 


문제의 조건으로부터 一 + 


x x + 2 2 즈 


방정식을 풀면 
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- 5 x 2 + 14 x + 24 ᄋ 
12 x(x + 2) 

5 x 2 + 14 x + 24 = 0 

[ l 2 x(x + 2) 굳 0 

방정식을 풀면 x =4, x = - — 

5 

그런데 은 문제의 뜻에 맞지 않으므로 버린다. 

5 

답. 큰 양수기는 4시간，작은 양수기는 6시간 


문 제 

1. 학생 들속에 서 책 읽 기 운동을 널 리 벌 려 자연과 사회 에 대 한 폭넓 고 깊은 지 식 을 소유 
할데 대하여 주신 위대 한 령 도자 김정일 대원수님의 유훈을 높이 받들고 한 학생이 
책 을 5 000페 지 읽 을 계 획 을 세 웠는데 매 일 득같은 페 지 수를 읽 기 로 하였 다. 그런 
데 그가 매일 10페지씩 더 읽기로 한다면 계획을 25일간 앞당길수 있다고 한다. 계 
획 일수는 얼 마였는가? 

2. 어떤 작업반에서 480 m 구간의 도로포장을 하는데 매일 작업량을 16 m 씩 넘쳐 
한 결과 기 한을 5일간 앞당겼다. 며칠동안에 끝낼 계획이 였는가? 

3. 대형 랭 장운반선이 실어온 물고기를 3대의 기중기 로 부리 려 고 한다. 기중기를 
하나씩 쓰면 3 대를 다 쓰는것보다 첫째것은 6시간，둘째것은 15시간 더 걸리 
고 셋째것은 2배의 시간이 걸린다. 3대를 동시에 다 쓰면 몇시간이 걸리겠는가? 


2. 분수안같기식 

다음 안같기 식들가운데서 분수식이 들어 있는 안같기 식을 가려 내 여 라 . 


1) 2 x + 7- 


1 


3 x + 2 


>0 


3) 2 x 2 + 5 x > 


3 x + 2 
27 


3x + 2 

2) 0.5 x + <0 

x + 2 x 


4) 부〉브프 

x x + 9 


분수식이 들어있는 안같기식을 분수안같기식 
이라고 부른다. 






























짷逆 S 及】 


다음과 같이하여 얻은것 이 주어진 안같기식의 풀이 인가? 


즈土ᄂ와 

X 一 1 


Jx +1 > 0 

x — 1 ^ 0 

V 


「ᄌ + 1 < 0 

또는 < 수ᄌ >1 또는 ᄌ < -1 

x — 1 ^ 0 

V 



그림 




분수안같기식은 오른변이 0 이 되게 변형하고 통분하여 


•개 ( 또는 〉，<’ 여뾰몌 ■ 다 . 


0[[대 스200 | A ~° 또는 \ A ~° 
B B 〉0 B < 0 




례 


W 다음 안같기식 을 풀어 라. 


丄 + 느 2 

x x-l 


(풀이) 오른변이 0이 되게 마디를 옮기면 


ᄂ느 2>0 

x x-l 


왼변을 통분하고 정돈하면 
그리 하여 


3x — 1 
x(x - 1) 


>0 


3x — 1^0 

j 또는 

x(x -1) 〉0 


3x — 1^0 
x(x -1) < 0 


따과乂국 



3x-l>0 

3x-l>0 

3x-l<0 

3x — 1^0 

⑴ < 

x>0 (2) < 

x<0 (3) < 

x>0 (4) < 

x < 0 


(x-l)>0 

(x-l) <0 

(x-l)<0 

(x -1) > 0 


그리 하여 



































































-쇼~占-^-> 

x 0 1 I X 

3 

(4) 

그림 3-2 
따라서 풀이 모임 (0， -] U (1, + ^)) 

례 군) 다음 안같기 식 을 풀어 라. 

( X ~ 1)( X + 1) < Q 

x + 2 

(풀이) 뜻구역 x ^-2 

량변에 U +2) 2 을 곱하면 

( x _ l ) ( x +1) ( x +2) <0 

안같기식의 왼변 ( x - l )(; c + l )( x +2) 의 값은 ； c = l ， -1， -2 에서 0이다. 

이제 구간 ( _ °°, ~2 ), (-2，_1)，(_1，1)，(1， +03) 에서 왼변의 부호 
를 알아보면 





그림 3-3 


그리 하여 (一⑵，一2)，(一1， 1) 에 서 ( x _ l ) ( x +1) ( x +2)<0 
이때 x = l , -1, -2 에서 왼변의 값은 모두 0이다. 

여 기서 jc+2 유 0 이 므로 풀이모임 은 (-oo, -2)U[-1, 1] 

in ) 다음 안같기식을 풀어 라. 

뇬그生, 0 

X + 1 
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(풀이) 



그리하여 (-1， 1) 에서 (x ~ 1)3 <0 

x +1 

이때 게에서 왼변의 값은 0이고 에서 왼변은 뜻을 가지지 않으므로 

풀이모임 은 (-1， 1] 


문 제 

1. 다음 안같기식 을 풀어 라. 

1) ->- 2) - < - 3) -1 <-< 1 

x + 1 x 一 2 3 x + 2 Sx 一 2 2x -1 

2. 농도가 能인 소금물 100g 이 있다. 여기에 물 몇끔을 넣으면 농도가 2% 와 2.5% 
사이에 있는 소금물로 되겠는가? 


련습 문제 

1. 다음 방정식을 풀어 라. 

1) 」 一 = ᄀ 느 

x(^x _ 1 ) X _ 1 


公) 


3 x - ᄀ x - 3 
x + 5 x + 2 


ᄋ、 2):-5 5'-3 x 13 

3) -=- 4) - + - = - 

x - 1 3 x + 5 x +1 x 2 

2. 방정식 x 2 3 4 +3 x -— 一一 - = 9의 모든 실수풀이의 적은 얼마인가? 

x + 3 x 一 ᄀ 

3. 위대한 령도자 김정일 대원수님께서 기술혁신운동을 힘있게 벌릴데 대하여 주신 
유훈을 높이 받들고 한 선반공이 720개의 기계부속품을 깎을 과제를 기술혁신 
을 하여 매일 깎아야 할 계획보다 12개씩 더 깎아 16일간이나 앞당겨 끝냈다. 
선반공은 처음 며칠동안에 깎을 과제를 받았는가? 


4. 2대 의 뻐 스가 A 와 B 에 서 각각 서 로 마주 향하여 같은 시 각에 떠나서 3시 간만 
에 만났 다. 두 뻐 스는 계속 가던 방향으로 달렸 는데 A 를 떠난 뻐 스는 B 
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에서 떠 난 뻐스보다 2스시간만큼 더 늦게 B 에 

2 


착하였 다. 두 뻐스는 A 와 B 


사이 를 각각 몇시 간동안에 달렸는가? 

5. 강을 따라 12 Km 떨어져있는 부두사이를 려객선이 갔다오는데 1시간 40분이 
걸렸다. 강물의 속도가 3 Km / h 라면 려객선의 속도는 얼마이겠는가? 

6. 어떤 동덩어리에 아연 2 Kg 을 넣어 합금을 만들었다. 이 합금 3 Kg 에 또 아연 
3 Kg 을 넣어 녹인 결과 동과 아연의 비가 1:2인 합금을 엄었다. 처음에 동은 
얼마였는가? 


7. 안같기식 


x + 3 


-1 


>22의 풀이모임은 


-1 


) 이다. 


1) 义는 모든 실수 

3) -3<x<l 

8. 다음 분수안같기식 을 풀어 라. 


2) x>l 또는 x< _ 3 
4) 우의 답이 모두 틀린다. 


1 ) 


4 


〉1 + — 


2 ) 


x + 


+ 3 x + 2 


>0 


3) (X + 1)( ) 卜 2 ) 2 >0 
x(x - 3) 


9. 8%의 소금물과 5%의 소 


물을 1。의 비로 혼합하여 片의 소금물을 만들었다. 
少를 x 의 식 으로 표시 하고 그라프를 그려 라. 또 농도가 7%이상인 소금물을 만 
들기 위 해서 는 얼마의 비률로 혼합하면 되 겠는가? 


제2절. 무리방정식과 무리안같기식 


1. 무리방정식 

다음 방정 식 들가운데 서 무리 식 이 들어 있 는 방정 식 을 가려 내 여 라. 
1) x 2 =0 2) V 39 + 2 x + 7 = 0 3) \ lx 2 + 3 + 3 x + 7 = 0 


무리식이 들어있는 방정식을 무리방정식이라고 부른다. 


다음 방정식의 두 변을 각각 2제곱，3제곱하여 풀고 이때 얻어진 풀이가 주어진 
방정 식 에 맞는가를 따져보아라. 

1) Vx + 1 = 5 -x 2) \ l 2 x -9 = -3 




[ 무리방정식을 


때 주어진 방정식에 맞지 않는 풀이가 어떤 경 


우에 생기는가? 
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무리 방정 식 을 물 때 다음과 같이 한다. 

1) 뿌리기호를 없앤 다음에 푼다. 

2) 풀이 가 주어 진 방정 식 에 맞는가를 따져본다. 

(1) 짝수차뿌리만 들어있을 때 에는 끼 여든 풀이 가 있는가를 따져본다. 

(2) 홀수차뿌리만 들어있을 때에는 주어진 방정식의 풀이로 된다. 

aTT ) V 37 + ； 에1을 풀어라. 

(풀이) 왼변의 둘째 마디를 오른변에로 옮기면 

V37 + x = 1 + \[x 
두 변을 각각 3제곱하면 

37+* x = 1+3 \[x + 3 \l + x 

\[ x ^ + \[x -12 = 0 

i^fx - 3) (Vx +4)=0 
x = 27, x = —64 

따라서 풀이모임 {27, -64} 


례 2: ) 나9 - x 2 = 따 + 3 을 물 어 라 . 

(풀이) 두 변을 각각 2제곱하면 

9- x 2 = a 2 x 2 + 6 ax + 9 


방정식의 풀이를 구하면 


x 


x = 0, x 


( a 2 + 1)^ + 6 次] = 0 
6 a 


a 2 +l 


구한 물이 는 조건 ( XX : + 3 > 0 에 맞아야 한다. 


一 이일 때 풀이 0, - 


6 a 


次 2 +1 


는 주어 진 방정식 에 다 맞는다. 


a 2 〉1 일 때 는 0만 맞는다. 

이 리하여 풀이모임 은 

a 2 이 즉 -1 브스 1일 때 {0, 


6 a 


a 


2 


a 2 > I 즉 a < -1 또는 a〉l 일 때 {0} 
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문 제 

1. 방정식 2士- 3+6 = ' 의 풀이는 ( )개이다. 

1) 3 2) 2 3) 1 4) 실수풀이가 없다. 

2. 다음 방정식을 풀어 라. 

1 ) x _ 2 - 、lGx -11 + 、lx + 3 — 0 

2) 、卜1 x - 5 + V Ax — 1 — 、卜1 x - 4 + 、lAx - 2 

3 ) 、1근 + 1 +、1근 — 1 、1근 + 1 — V *^2 - 1 수、1 - 2 | 

、j + 1 — 、 1 근 — 1 、J ᄌ그 + 1 + 、 1X: 1 

4) -\[x + ^ x — — x — 1 

3. 다음 방정식을 풀어 라. 

J) d 

1 )、Jx — ci + 、lx - b — - 1 ~ H I t 2) \ j cl - x + x ~ b = \ju ~b 

、 jx-a 、 jx-b 

2 . 무리안같기식 

다음 안같기 식 들가운데 서 무리 식 이 들어있는 안같기 식 을 가려 내 여라. 
1) V 2 x — 3 + x > 0 2) -\ f 3 x ^ + lx ^ 0 

3) \ l 2 7 x + x * 1 2 3 > 0 4 ) 、[도 < x + 2 


무리식이 들어있는 안같기식을 무리 안같기식이라고 부른다. 


무리안같기식 Va < b , a / Z 〉 B 모양의 안같기식을 자주 쓴다. 




a/X < B 에 서 

1) A 를 구하려면 량변을 어떻게 해야 하는가? 

2) 웃식의 량변을 2제곱하려면 A 와 B 에 어떤 조건이 있어야 
하는가? 

3) 주어 진 식 에서 A 를 구하려면 다음과 같은 련립 안같기 식 을 
풀면 되는가? 


A > 0 
< B > 0 
A < B 

、、 

례 1) 다음 안같기식 을 풀어 라. 
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V 3 x + 7 < x +1 




















































^3x + 7>0 ① 

( 풀이 ) ]x + l>0 (2) 

3x + 7 < (x + 1) 1 2 3 ③ 

식 ①을 풀면 x>-~ 

3 

식 ②를 풀면 x>-l 

식 ③을 물면 3x + 7 < x 2 + 2x +1 

一 x 一 6〉0 

(x — + 2^) 〉0 

따라서 x <~2 또는 x >3 

식 ①，②，③으로부터 

+oo)n(-l, +oo)n ((- 00 , -2)U(3, +oo)) = (3, + 00 ) 

풀이모임 (3，+°°) 


문 제 

다음 무리안같기식 을 풀어 라. 

1 ) -\fx~-\~l <3 — x 2) V 2x +1 — x + 4 < 0 




a / X 〉 B 에 서 



2 


1) 주어진 식의 량변을 2제곱하려면 왼쪽과 오른쪽에 어떤 조건 
이 있어야 하는가? 

2) 주어진 식에서 오른변이 부수이면 주어진 뜻구역에서는 언제 
나 안같기식 을 만족시 키 는가? 

3) 주어진 식에서 A 를 구하려면 다음과 같은 련립안같기 식 
을 풀면 되는가? 


A>0 

B<0 

V 


A〉0 
또는 ]b>0 
A 〉 B 2 

V 


aTT ) 다음 안같기식을 풀어 라. 


、 J — 25〉 x _ 1 
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(풀이) 다음 련립 안같기식의 풀이를 구하면 된다. 


1 ) 


x 2 - 25 > 0 
x - 1 < 0 


① 

② 


2 ) 


X 2 -25 >0 ① 

x - l >0 ② 

x 2 -25 > ( x -1) 2 ③ 


1) ①을 풀면 x 2 - 25 > 0 

(x + 5 )(x - 5) > 0 

. . x e ( — _ 5] U [5, + (〕◦) 


②를 물면 x — 1 < 0 

... X G (-00, 1) 

1) 의 풀이모임은 ① n ②이므로 (-00, -5] 
2) ①을 물면 x e ( — ° o , —5) U (5, + 00 ) 

② 를 물면 X G [1, +00) 

③ 을 물면 ᄌ 2 — 25〉ᄌ 2 —+1 


x > 13 
X G (13, + 00) 

2 ) 의 풀이모임은 ① n ② n ③이므로 ( 13 , + oo ) 

주어 진 안같기식 의 풀이모임 은 1) 과 2) 의 풀이모임 의 합이 므로 

(-⑵， -5 ] U (13, +oo) 


문 제 

다음 안같기식 을 풀어 라. 

1 ) V x 2 + 2〉 2 x 2 2) x — V x 2 — x — 6 <- 1 3) x + 2 >、/ 4 x + 7 x — \ 


례 3) 다음 안같기식 을 풀어 라. 

나 x 2 - 2 ax -1 > 2 x-a 

(풀이) 뿌리 기호안의 식 의 값이 부가 되 지 말아야 하므로 

x 2 - 2 ax - 1 > 0 


이것을 풀면 


x > a + 
x < a - 



(1) 2 x ~ a <0 즉 ; c <^ 일 때 왼변은 부 아닌 값을 잠아야 한다. 

2 

그런데 a -^ Ja 2 +1 < — < a + ^ Ja 2 +1 이 므로 풀이 모임 은 

2 

(-°°, 幻卜、/ a 2 +1 
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(2) 2 x ~ a >0 즉 ； c 之쓰일 때 

2 

두 변은 부가 아니므로 각각 2제곱하면 
x 2 -2 ax - l >4 x 2 -4 ax -\- a 2 

3 x 2 -2 ax -\- a 2 +1 <0 

그런데 3 义 2 - 2따 + +1 =2 义 2 + ( x - a ) 2 +1〉0 이 므로 이 경 우는 성 
립하지 않는다. 

따라서 물이 모임 ( _ °°, a - ᅴ a 2 +1 

문 제 

다음 안같기식 을 풀어 라. 

1) 、 l 2 a(a - x ) > a - 3 x (a > 0) 2) 1 + ax < vl + ^ 


련습 문제 


1. 다음 무리방정 식 을 풀어 라. 

1 ) -\1 x \ + V x _ 2 — 、 J3x _ 1 2) 、 j?，x - 10 — 、l 2x — 3 = 、jx ■ 누 1 2 — 、l 2x — 5 

3) x 2 -5;c + 2 士 2 -5;c + 3 =12 4) 、 Jx 2 +17 -Vx 2 +17 =6 


5) V 8 x + 4- V 8 x -4=2 6) x 니 4 + 2x 、 jx 2 + 5- 2 

2. 다음 안같기식 을 풀어 라. 

1 ) x + 、lx _ 2 < _ 、Jx _ 2 ) 2) 、 l 2x +1 + 、lx _ 1 〉 、 l3x 

3) Vl 3 x + 5 - 、 /3x - ' > Vl 2 x -4 4) ^2{x-l){x 2 _2) > 2- x-x 2 

3. 반경 이 요인 원둘레 에 내 접하는 직 4 각형 의 면적 이 한 변 이 L 인 바른 4 각형 의 
면적 과 같아지 기 위한 조건을 구하여 라. 

4. 다음 안같기식 을 풀어 라. 

1) x + 1 < 2 


_ 2< x + l <2, _ 3< x<l 


2) 3 x -4 <19 


3) 


x 一 1 

" T " 


+ 4 



5. 다음 안같기식 을 풀어 라. 


4) — 3 x +1 < 5 


1) 、 lx (2 - x ) > x - a 


2) x + a 〉2 a 、 lx _2 


89 









































제 3 절. 같기식과 안같기식의 증명 


1. 같기식의 증명 

같기식의 두 변이 같은 식이면 그 같기식은 늘 성립한다고 말한다. 

같기 식 에서 두 변이 같은 식 이 라는것 을 밝히 는것 이 같기식 의 증명이 였다. 

그러 므로 늘 성 립 한다는것 을 밝히 는것 이 같기식 의 증명 이 다. 

에 관한 같기식 3; c +2= A ; c + B 에 서 A , 묘와 같이 보조적 인 변수가 들어있는 
같기식도 있다. 

이 때 A , 묘에 어 떤 값을 주면 같기식 의 두 변 이 같은 식 으로 되 겠는가를 
밝히는 문제도 제기된다. 이것도 넓은 뜻에서 같기식증명문제로 본다. 

려[ Q 다음 같기식 이 늘 성 립하도록 A , B 를 정 하여 라. 

(풀이) 3 x -5= A ( x -2 )+B 
3 x ~5= Ax - (2 A - B ) 

따라서 3 = A 

5=2 A-B 

따라서 A =3, B =1 

례 2 괘 임의의 값에 대 하여 公 x + r =0 의 값이 늘 0이 되 려면 = & = = 0 이 라 

는것 을 증명 하여 라. 

(증명) ᄌ의 임의의 값에 대하여 

ax 2+ bx + c =0 
이 라고 하면 

刀=0일 때 a • 0 2+ 公 • 0+「0 
따라서 c =0 
따라서 ax 2 + bx = 0 

j=l 일 때 a + b = 0 
x ᅮ1일 때 a~b = 0 
이로부터 a = b = 0 즉 a = b = c = 0 

일 반적 으로 다음 사실 이 성 립한다. 

정리 1. I 의 임의의 값에 대하여 

公 o ᄌ자+公 1ᄌ ,7 - 1 + •.. + 公자-1ᄌ+公자 = 0 
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이면 ao= 幻! 1…= 幻 ᄂ = 0이다. 










문 제 

다음 같기식 이 늘 성 립하도록 A , B , C , D 를 정 하여 라. 

1) 2 x 2 -6 x +7 - A ( x + 1 ) 2 +B (x+ 1) +C 

2) 5 x 3+ 6 x 2+ 4 x ~7 = A ( x _ 3) 3+ B ( x _ 3) 2+ C ( x _ 3) +D 

3) 6 x 3 -4 x 2 +8 x -2= A ( x +1) 3 + B ( x +1 ) 2 +C ( x +1 )+D 

ai ~ T ) 다음 같기 식 이 늘 성 립 하도록 A , B 의 값을 정 하여 라. 

2x +1 A B 

一 2 - = -1- 

x + x 一 2 x 一 1 x + 2 

(풀이) 같기식 의 두 변 에 /+; c -2 를 곱하면 

2 x + 1 =A ( x + 2 )+B ( x ~ 1) 

2 x + l =( A + B ) x +2 A-B 

A + B = 2 
2A-B = 1 

이 련 립방정 식 을 풀면 A = l , B =1 
따과乂 :| 

2x + l 1 1 

-一노 - = -1- 

x x 一 2 x 一 1 x + 2 

이 와 같이 분수식 을 그보다 간단한 분수식(분자，분모의 차수가 보다 낮은 분 
수식)들의 합(차)으로 변형하는것을 부분분수분해한다고 말한다. 

문 제 

1. 다음 분수식 을 부분분수분해하여 라. 

1) x + 5 2 ^ 12 — x 잇 2x 2 +1 

+ 7 x +12 x(x - 3 )(x - 4) - 1 

2. —— X ' +X ~ 3 —— = i + ^ 一十一 1 에서 A , B , C 를 구하여라. 

(x — l)(x — 2)(x — 3) x — 1 x ■- 2 x — 3 

2. 안같기식의 증명 


정리 2. a ， Z ? 가 정수이면 a + b > {a = b a + 公 = J ~ ab ^ 

2 2 


(증명) “ 2 +6 2 느 2 a 6 이 므로 (、/도) 2 + (、/공) 2 느 2 v ^ 
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따라서 a + b> 2 Jab 


즉 

2 

여기서 으土느，ᅪ瓦를 각각 a ， 때 산수평균(더하기 
2 

평균)，기하평균(곱평균) 이라고 부론다. 

A 

이 정 리를 도형의 성질을 씨서 증명할수도 있다. 

길이가 a+6 인 선분을 직경으로 하여 원을 그리고 
직경 AB 우에서 AC 대， CB=6 되게 점 C 를 잡자. 

그림 3 _ 4 

점 C 를 지 나 직 경 AB 에 수직 인 활줄 DD: 을 긋고 

A 와 D, D 와 B 를 맺자. 

그러면 AACD ⑵ ADCB 이다. 

따라서 CD 2 =CA • CB 즉 CD =^ 

이때 원의 반경 쓰±ᅀ는 분명히 CD 보다 크거나 갈다. 즉 °-^>^ab 

2 2 

여 기서 점 C 가 원의 중심 에 놓일 때 즉 a = b 일 때 같기기 호가 성 립 하고 그 거물 
도 성 립한다. 

탕 구 

_ •<> _ 

1. 그림에서 AABF, ABCE, 직 4 각형 

ABCD 의 면적들사이 관계를 리용하여 

안같기식 °-^>^ab ( a ， 心 0) 을 

2 

증명하여보아라. 

BC=EC= , AB= 4b 

2. 프느를 a ， b 의 조화평균이라고 부론다. 
a + b 

그림에서 OC 之 CD 之 CE 이고 AOCDco 
이다. 이 조건을 리용하여 안같기식 

— {a + b )> ^[ab > =幻必 ( a , b 〉0) 

2 a + b 

을 증명하여보아라. 



D 



B 


Di 


92 







































gf_i^) x， 기가 정 수일 때 다음것 을 증명 하여 라. 

1) x 少，?일 때 义 +y 는 에서 최 소값 2~^를 가진 다. 

2) x+y=S 일 때 w 는 에서 최대값 丄 S 2 을 가진다. 

4 

(증명) x, 7가 다 정수이므로 


세 

2 



| - 1 ^ . . 소 _ 

1) ᄌ이 므로 -> ^1 p 따라서 x + y>2、[p 

웃식 은 x=j 일 때 같기 가 성 립하므로 x=j 일 때 x+y 는 최 소값 2 ^p 
가전다. 

2) _x+y = S 이므로 

따라서 xy < — S 2 

4 

웃식은 일 때 같기 가 성 립하므로 可는 최 대값 丄 S 2 을 가진다. 



례 Q a , b ， c, J 가 정 수일 때 다음 안같기식 을 증명하여 라. 

(ab + cd ) (ac + bd ) > Aabcd 


(증명) a ， b ， c , J 가 정수이므로 

ab + cd 


2 

ac + bd 
一 2 一 


>、lab • cd > 0 


> Jac-bd > 0 


따라서 (ab 아 d)(ac 수 bd ) 나너 

4 


♦ (ab + cd ) (、 ac 七 bd ) > Aabcd 



X + ᅳ: + “ 〉 \jxyz 를 증명 하여 라 . ( x, y , z > 0 ) 






























2 . 


c 제 

!， b ， c 가 정 수일 때 (以+公) (公 + c ) ( c + 비之 8以公 c 를 증명 하여 라. 
_， j 가 정 수일 때 다음 안같기식 을 증명하여 라. 


1) 느즈>2 

^ 少 

义국0일 때 x 2 


81 


2) Cx+y) (x 2 +y 2 ) (x 3 +j 3 ) > 8x 3 y 


의 최소값을 구하여 라. 


4. 둘레의 길이가 '인 직4각형가운데서 면적이 제일 크려면 가로와 세로를 어 
떻게 잡아야 하는가? 


안같기식 을 증명할 때 증명하려 는 결과로부터 그것 이 성 립 하기 위한 조건을 찾 
아 올라가다가 나중에 어 떤 옳은것 에 도달하면 주어 진 안같기 식 이 옳다고 결 론하 
는 경우가 있 다. 

이 런 증명방법 을 해석적방법이 라고 부론다. 


례 3^) V3+V7<2V5 1- 증명하여라. 


(증명) 


V 3, V 7, 2^/1가 정수이므로 

V 3 + V 7 < 2 V 5 서 려 면 

(V3 + V7) 2 < (2V5) 2 가 성 립 해 야 한다. 

이것을 전개하면 

10 + 2V2l<20 

따라서 2V2l<10 , V21<5 
량변을 2제곱하면 2 K 25 

그런데 21<25는 옳다. 따라서 주어 진 안같기식 은 옳다. 


례 4) 관으로 물을 뽑는데 물의 흐름속도가 같을 때 관의 수직자름면의 둘 
레의 길이가 같은 조건에서 자름면이 원인 경우가 바른4각형인 경우 
보다 물흐름량이 크다는것 을 증명하여 라. 

(증명) 물의 흐름속도가 같을 때 관으로 흐르는 물의 량은 그 관의 자름면적 
에 의하여 정 해 진다. 자름면의 둘레의 길 이를 '로 표시하면 둘레의 길 이 


가 '인 원의 반경은 ——이 고 자름면적은 

2n 


2 刀 ■ 


이다. 


다음 둘레의 길이 가 '인 바른4각형의 변의 길 이는 一이고 면적은 

4 


2 
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그러므로 이 문제를 풀기 위해서는 7T(— ) 2 >(-) 2 ^ 증명하여야 한다. 

In 4 

이제 %(—ᄂ) 2 〉( I ) 2 가 성립하려면 다음 식이 성립하여야 한다. 

2 刀 ■ 4 

71 i 2 〉 i 1 

Ak 2 16 

그런데 이 식의 량변에 ᅩ를곱하면 

I 1 

1 1 ^ 

一〉一 즉 4>7 T 

n 4 

그런데 이 식은 성립 한다. 따라서 ； r (— ) 2 >(-) 2 

2n 4 

그리하여 관의 자름면이 원일 때 더 많은 량의 물이 호른다. 


문 제 


1. 、[로나 i > 2 H 를 증명하여라. 

2. (【+ 뇨/) 2 < (“ 2 +6 2 )야 2 + 넜 2 ) 을 증명 하여 라. 

3. -1<쓰ᅮ=丄<1을 증명하여라. 

a 2 +1 




- -2 | )와 5+(-2) 1,(5 + 

-2 

1 ) 의 

크기를 비교해보아라. 

정리 3. t 

i - l 

i < 

幻 H ■公 

< a 

1 + l 

) 



(증명 ) - a < a < a 

- 公 < 公 < 公 이 므로 


- (a + b ) < a + b < a + 公 


그리 하여 a b < a b (1) 

다음으로 a = a + b - b , |-6| = |6| 은 (1) 에 의 하여 
ci — cl b 一 b ^ cl -\- b + — b 
a - b < a b (2) 

(1) ， (2) 에 의 하여 a - b < a + b < a + b 
우의 정 리에 의하여 

a l + a 2 + a 3 < a x + 公 2 + 公 3 
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x + 2 y ~3 z | < £ 을 증명 하여 라. 


(증명) x + 2 y ~3 z < x - 

h 2 少 + - 

3 z 




= X 

2 .少 + 

-3 • 

z r 

= X 

+ 2 y + 3 z 

그런데 X <-, 

3 

£ 

少 < 一 , 

6 

z < 

8 

9 

이 

므로 


따과乂국 


x +2 y +3z < 


£ 



Is 
+ — 

6 


3s 

+ —— = 8 

9 


x + 2 y ~3 z < a 


례 6) a ， b, c , J 가 다 0 이 아닌 실 수일 때 다음 안같기식 을 증명하여 라. 


a 

i 

b 

i 

c 

i 

d 

b 

卞 

c 

卞 

d 

卞 

a 


>4 


房명) 증〉 0 , 


b 

c 


> 0 , 


c 


> 0 , 


d 


d 

a 


〉0 이므로 




따라서 ①，②，③에 의하여 


① 


② 


③ 
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nr 


제 


<1 을 증명 하여 라. 


1. a<l b<l 일 ᅰ ^ 

2. \ h \ < |公|，|사 < ▲(《〉 0) 일 때 \ hk \ < s 을 증명 하여 라. 


련습 문제 

1. 다음 같기식 이 늘 성 립하도록 A , B , C , D , 묘의 값을 정 하여 라. 

1) 3 x 2 -5 x +7 =A ( x +3) 2 +B ( x +3) +C 

2) 2 jc 4 - W -4= A ( x -2) 4 + B ( x -2) 3 +C (x~2) 2 +D ( x -2) +E 

3) x 4 -2 x 2 +5 x -3= A 0 c +1) 4 +B ( x +1 ) 3 +C ( x +1 ) 2 +D ( x +1 )+E 

2. 다음 같기식이 늘 성립하도록 □안에 알맞는 수를 써넣어라. 

1) 2 x 3 ~3 x 2 + Dx + D ^ ( Dx - l ) ( x ~3) ( x + D ) 

2) ( x ~2) ( Qr ~3) (3 x + D ) = 6 x 3 ~5 x 2 + Dx+D 

3. 다음 같기 식 이 늘 성 립하도록 A , 묘의 값을 결정하여 라. 

1 、 x +1 A B 

1 ) -=- 1 - 

(3 x + 2)(5 x + 3) 3x + 2 5 x + 3 

0 、 2 B Ax + 27 

2 ) - 1 - = --- 

4 x + 3 7 x + 6 28 x 2 + 45 x + 18 


4. 

P 、一 a 

£ 

< 一 , 

B-b 



2 



£ 

2 


1) | ( A + B ) - { a + b ) | < a 


5. 


x 


> r >0, a 뉴 0 일 때 


ax 


< 


다음 안같기식 을 증명하여 라. 
2) | ( A ~ B ) - { a ~ b ) | < e 

ᄅ一 을 증명 하여 라. 
ar 


6. ^이 자연수일 때 


5 n 


-5 


n 


< 0.0이을 풀어 라 


7. 다음 안같기식 을 증명하여 라. 


a 


公 > a ~ b 


a 


b < a ~ b 


1 ) 


公) 
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1 . 다음 방정식을 풀어 라. 


1 ) 


3 x — 1 x — 3 
-1- 

3 x + 1 x + 3 


2 


2 ) 


4 x 一 9 x 一 2 4 x 一 25 x 一 6 


x 一 3 x 一 5 x 一 7 x 一 9 


x — 1 + 


6 


3) 


x 一 6 


x — 2 


x 一 6 


2 . 다음 방정식이 풀이를 가지기 위해서는 a 가 어떤 값을 잡아야 하는가? 


3 6 

— +- 

x x - 1 


x + a 


x 


( x_1 ) 


0 


3 . 어떤 행군대오가 A 로부터 lOOKm 떨어 진 B 로 가려고 한다. 대오의 절반은 차 
를 타고 나머지 절반은 걸어서 동시에 떠났다. 차를 타고 가던 사람들은 가 
던 도중에 내 려 서 걸 었고 차는 되 돌아서 서 걸 어 오는 사람들을 마주 향하여 
가서 그들을 태 워가지 고 묘로 향하였 다. 그리하여 목적 지 묘에 전체 성 원들이 
동시에 도착하였다. 차의 속도는 40 km / h , 걷는 속도는 4 km / h 일 때 A 로부 
터 B 까지 가는데 걸 린 시 간을 구하여 라. 

4. 다음 무리방정 식 을 풀어 라. 

2 ) 、/1 +1 + 、 l 2 x + 3 — 5 


1 ) + 3 + V + 3 — 12 


3) V 2 x +1 +、/1 — 2 x 


4 x 


、/1 - 4 x 


2 


4) V 3 x + 2-6 = V 3 x + 2 


5. 방정식 씨^ = x 이 두개의 서로 다른 실수풀이를 가진다면 실수 々의 값범위 
는 ( ) 이다. 


1 ) p <0 


2 ) p < 


4 


3) 0< p < 


4 


4) p > 


4 


6 . 다음 무리안같기식 을 풀어 라. 


1 ) V 3 _ x ^ x — 2 


2) V25^ 


2 


1 


25 


X < — X H - 

7 7 


3 )、l 2 x - x 2 < x -1 


7. 다음 무리안같기식 을 증명하여 라. 


1 ) a + b >0, c + J 之 0 일 때 -( a -\- b )-\- — (c + d )>、 l(a + b){c + d ) 

2) a 〉0, 公〉0， c〉0 일 따 1 幻! + 公 +c> 


3) a >0 9 b 〉 Q ， c 〉0 일 때 a 


f 1 1 
—+ - 

公 c j 


b 


(1 1 

- + — 

Vc a j 


>4 


-Jab 


c 


4) «>0, b 〉 Q ， c >0, d 〉0 일 때 - + - + - + ->4 

abed 

8 . a ， b ， c 가 다는 같지 않은 정수일 때 

( ab + a + b + l ) ( ab + ac + bc + c 2 ) > 1 Qabc ^- f 명 하 * 0 i 라*. 
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9. 직 3 각형의 두 직각변의 합이 10 cm 이다. 면적이 제일 클때 빗변의 길이를 
구하여라. 이때 이 최대면적을 구하여라. 


10 . a 〉 b〉c 일 때 + + 을 증명하여 라. 

a-b b-c c-a 

11 . x > 0 , 게 사 eN 일 때 ( 1 #났)( 1 서 c )"〉 2 /2+1 났 을 증명 하여 라. 

12 . 정해진 둘레의 길이를 가지는 부채형에서 반경이 얼마일 때 그 면적이 제일 
크겠는가? 

13. 다음 안같기식 을 풀어 라. 

1) |5 x — x 1 2 3 〉6 2) x 2 + 3 x — 8 < 10 


14. 


3) 


6x^ -1 7x +12 
2x^ 一 5x + 2 


4) 


a = 2 — V 5 , b = ^ l ~5 — 2 , c ：=5_2 V 弓" 이 면 


(3 x - 2 )(x - 2) ᄉ (2 x + 2 )(x - 2) 
—(ᄌ- 4 ) 2 —< —(ᄌ-4) 2 — 

( )이다. 


15. 


1) a<b<c 2) a<c<b 3) b<a<c 4) c<a<b 

다음 같기식 이 늘 성 립하게 A, B, C, D 의 값을 정 하여 라. 
5 x 2 + 5 x A Bx + c 


1 ) 


2 ) 


+ 2'2 + x + 2 x + 2 
3 x 一 7 


x 


2 




c 


D 


(x + 3 )(x + 1 ) J x + 3 x +1 (x + 1)2 
16. 다음 같기식 을 증명하여 라. 


(x + 1) 


1) abc=l ， 丄 + 丄 + 丄 = 3일 때 + + 

a 公 c \-ab \-ac l-be 


2) x 


a-b 
a + b 


y = ^ - 一一— , z = — 一一 — 일 때 ( l + i ) ( 1 + y ) ( l + z ) = ( 1 _ᄌ) (1 一少) ( l _ z ) 


公 + c 


c + a 


a 


b 


c 


3) x=a (v+z) , y=b (z+x) , 일 때 

l+a l+b 1+c 

17. Xi - X2. ᄌ 이 고 자， X2, … ，ᄌ „〉0 일 때 

( l + xi ) ( I + X2 ) *•* ( l + x „) > 2 ” 을 증명 하여 라. 

18. a ， b ，c 가 AABC 의 세 변일 때 

a 2+ 公 2 + c 2 <2 (a 公+公 c + c ") 를 증명 하여 라. 

19. 다음 안같기식 을 증명하여 라. 


1 ) a-b 


< 


a-c 


b-c 


2 ) 



a 

4 

- 

公 


1 - 

l - 

a 

- 

f 

b 


> 



a + b 


1 - 

f 

a + b 


20 . a, 6 가 서 로 다른 상수일 때 안같기 식 | 미 c+2 | > | 2x^b | 가 늘 성 립 하게 하 
려 면 a, 6 가 ( ) 을 만족시켜 야 한다. 


1 ) 


a 


>2 


2) ab=3 


3) 


a 


>2, ab = 4 


4) a >2, ab=3 
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3 각형에서의 크기관계 
3각형외 아낙각과 바깔각 
원에서외 크기관계 
자리길 증명 
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제 1 절. 3 각형에서의 크기관계 


1. 3각형의 각고ᅡ 변의 크기관계 




3각형의 한 변은 다른 두 변의 합보다 작다는것을 잘 알고있다. 


3각형 의 세 변을 a ， b ， c 라고 하면 

a + b> c , b + c> a , c + u〉6 이다. 

3 각형의 세변을 큰것으로부터 차례로 a , b ， c 라고 하면 
a — 公 < c ， 公 一 c〈a ， “一 c < 公 이 겠는가? 


정리 1. AABC 에서 

1) ZB>ZC^ b> c 

2) ZB<ZC=^ b <c 

3) ZB=ZC^ b=c 


(증명) 먼저 1) 을 증명하자. 

변 AC 에 ZDBC=ZC 되게 점 D 를 찍으면 
ᅀ ABD 에 서 

AD+DB〉AB 

그런데 DB=DC (ADBC 는 2등변3각형) 

1다 리•乂] 

AD+DOAB 


A 



C 


즉 b>c 그림 4-1 

마찬가지로 2) 도 증명된다. 

3) 은 2등변3각형 이 될 조건에 의하여 나온다 . 


정리 2. (거꿀정리) AABC 에서 


1) 

公 >c=>ZB>ZC 


2) 

公 < c ^ ZB< ZC 


3) 

b =c=^ZB=ZC 



(증명) 먼저 1) 을 귀유법 으로 증명하자. 

이제 ZB〉ZC 가 아니 라고 하자. 

그러면 ZB<ZC 이거나 ZB=ZC 이다. 

그러 면 정 리 1에 의해 6<c 이거 나 6=c 이 다. 
이것은 조건에 모순된다. 

... ZB>ZC 


A 



그림 4-2 
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마찬가지로 2) 도 증명된다. 

3) 은 2등변3각형의 성질에 의해서 나온다. 

앞에서 1) ZB > ZC ^ b>c 

2 ) ZB<ZC^b<c 

3) ZB = ^ C ^ b=c 

가 증명되였을 때 (정리 1) ZB 와 ZC 사이에 있을수 있는 경우는〉，<，= 
뿐이 고 b 〉 c ， b 〈 c ， b = c 는 서 로 다르다는것만 따지면 정 리 1의 거물정 리 

1) b>c =^ ZB>ZC 

2) b<c 각 ZB<ZC 

3) b=c =^ ZB=ZC 


가 성립한다는것이 나온다.(정리2의 증명과정) 

이 와 같이 하는 증명방법 을 전환법이 라고 부른다. 

문 제 

1. 선분 AB 의 수직2등분선 L 이 있 다 . 

점 M 은 AB 의 가운데 점 이 고 N 은 
평면우의 임의의 점 이 다.(그림 4-3) 

다음의 빈칸을 채워라. 


L 




Ne L 

Nep x 

ngp 2 

NA , NB 의 
크기 관계 


NA<NB 


ZA , 세의 
크기 관계 

ZA=ZB 




1) NA=NB => ZA=ZB 
NA<NB ^ ZA>ZB 

NA > NB 다 ZA < ZB 인가? 

2) ZA=ZB 국 NA=NB 
ZA>ZB 국 NA<NB 

Z A < ZB 국 NA〉NB 인 가? 

2. 2 등변 3 각형의 밑변에 놓이는 한 점과 정각의 정점을 맺는 선분은 옆변보다 
작다. 증명하여 라. 

3. AABC 에서 AB 〉 AC 일 때 BC 의 임의의 점을 M 이라고 하면 AB 〉 AM 이다. 증 

명 하여 라. 
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2 . 직 3 각형에서의 비례선분 


정리 3. 직 3 각형 

ABC 의 직각의 정점 A 




에서 빗변 BC 에 그은 수직선의 

A 

r >、 


밑점을 

D 라고 하면 

/ 



1) AD 2 

=BD • DC , 

/ 



2) AB 2 

=BD • BC Z 



\ J 

3) AC 2 

=CD • BC 

D 

c 


(증명) 1) AABD 와 ACAD 에서 


ZBDA = ZADC=ZR (1) 

그리고 ZB = ZR—ZBAD 

ZDAC ^ ZR—ZBAD 
... ZB^ZDAC (2) 

(1)， (2) 로부터 

AABD ᄄ ACAD 

BD AD 
* ' AD ~ DC 

즉 AD 2 = BD • DC 
마찬가지로 2)，3) 도 증명된다. 


세 선분 以， b ，c 에서 a.. b= b.. c 즉 b 2 = a c 일 때 b 를 以와 c 의 비례가운더|마디 
라고 부른다. 


우리 선조들이 리용한〈〈황금비》 


우리 선조들은 집을 짓거나 탑을 세울 때 비례관계를 잘 리용하였다. 
고구려 동명왕릉의 정릉사의 금당은 너비와 길이의 비가 1： V 2 되게 

지었고 중문은 1:2의 비로，동금당과 서금당은 1:^의 비로 지었다. 

고구려의 왕궁이였던 안학궁의 남문은 〈〈황금비〉〉(중말비)인 약 5:8 
의 비로 지었다. 

《황금비》는 AM：MB = MB : AB 로 되는 비로서《아름다운 비》라고 


하여 건축물과 미술작품 등에 많이 리용되여왔다. 

우리 나라 년성들이 즐겨입는 조선치마저고리의 저고리와 치마에 의해 
분할되는 키의 부분들은 대제로 〈〈 황금비〉〉에 가깝다. 그리므로 
년성들이 치마저고리를 입으면 매우 아름답게 보이는것이다. 
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1. 그림 4-4 를 보고 두 선분 a ， 6 의 비례 가운데마디 x 를 구하는 방법을 말하여 라. 



2. 직 3 각형의 직 각의 정점 에서 그은 높이 h 가 빗 변을 5 cm , 7.2 cm 인 두 선분으로 
나누었다. 높이 쇼와 두 직각변을 구하여라. 

3. 직 3 각형 ABC 의 직 각의 정 점 A 에 서 그은 높이 를 AH 라고 하면 

BH : CH = AB 2 : AC 2 

이 다. 증명하여 라. 


3. 피다고라스으 I 정리 


정리 4. (피다고라스의 정리) 

직 3 각형에서 두 직각변의 두제곱의 합은 빗변의 
2 제곱과 같다. 즉 





(증명) 정점 A 에서 BC 에 수직선분 AD 를 
그으면 정 리 3 에 의하여 
AB 2 =BD • BC 
AC 2 =DC • BC 

... AB 2 + AC 2 =BD • BC+DC • BC = 
= ( BD + DC ) BC = BC 2 

:之、 2 7 2 . 2 

ᅪ a = b +c 



aTT ) 한변이 2 인 바른 3 각형 의 높이 를 구하여 라. (그림 4-6) 


(풀이) 구하려 는 높이 를 x 라고 하면 피 다고라스의 정 리 A 


에 의 하여 

x 2 + l 2 =2 2 
x 2+ 1=A 
x 2 =3 ( x >0) 

... V3 



104 



























례 2) 한 직 각변 이 1인 직2등변3각형 의 
빗 변을 구하여 라. (그림 4-7) 

(풀이) 직2등변3각형 의 두 밑 각은 45° 이 다. 

구하려 는 빗 변을 x 라고 하면 피 다고라스의 

정 리 에 의 하여 

x 1 2 3 =1 2 +1 2 
x 2 =1+1=2 (x >0) 

... x = V 2 



례 1，2로부터 다음과 갈은 값을 얻을수 있다. 


sin 30 O = 

= cos 60 

o 


sin 60 O = 

= cos 30 

2 

o _a/3 


tan 30° : 

1 

s ’ 

2 

tan 60° : 

-s 

sin 45° = 

-- cos 45 

0 _ 1 
/ - ， 

tan 4 5 



V2 



이것을 표로 묶으면 다음과 같다. 


t 

• 

sma 

cosa 

tana 

30° 

1 


1 


2 

2 

兵 

45° 

1 

1 



표 

此 

1 

60° 


1 

s 

2 

2 


문 제 


1. 그림 4 一 8에서 선분 AB 의 길이는 

AB = J(c - a ) 2 + (d - b ) 2 
이다. 왜 그런가? 

2. 길 이 60 cm , 너 비 40 cm 인 직4각형 의 대 각선 
의 길 이를 구하여 라. 

3. 바른3각형 ABC 의 변 BC 를 빗변으로 하는 
직3각형 BPC 를 그리고 모에서 BC 에 그은 
수직선의 밑점을 M 이라고 하면 

AM 2 + MP 2 = BC 2 
이 다. 증명하여 라. 
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4. 그림 4-9 에서 OB =4 三， OC 나국， OD =2, OE = V 5 , OF = ▲이다. 왜 그런가? 

5. 빗 변이 1인 직 3각형 에서 한 I 족각을 a 라고 하면 맞은변은 sina 이 고 밑 변 
은 cosa 이 다. 왜 그런가? (그림 4-10) 



그림 4-9 

이것을 써서 sin 2 a + cos 2 a = l 임을 



증명 하여 라. 


정리 5. AABC 에서 BC = a , AC=b , AB 야 라고 하면 

1) ZA : 뾰족각 국 公 2 +c 2 〉公 2 

2) ZA : 무단각 국 b 2 + c 2 < a 2 


(증명) 1) 2쇼:1족각 국6 2 아 2 〉,의 증명 (그림 4-11) 



그림 4-11 

정점 C 에서 밑변 AB 에 그은 수직선의 밑점을 H 라고 하면 
a 2 = BU 2 + CU 2 =( c - d ) 2 +( b 2 ~d 2 ) 

= c 2 ~2 cd + d 2 + b 2 _ d 2 


= c 2 + b 2 ~2 c d <b 2 +c 2 
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公) ZA : 무딘각국 6 2 +c 2 < a 2 의 증명 (그림 4-12) 






















정점 C 에서 직선 AB 에 그은 
수직선의 밑점을 H 라고 하면 



a 2 = BH 2 + CH 2 

= { c + d ) 2+ ( b 2 — d 2 ) 
= c 2+ b 2+ 2 cd > b 2+ c 2 


그림 4-12 


정리 6. AABC 에서 BC = a ， AC = b , AB=c 라고 할 때 

1) b 2 + c 2 > a 2 ^ ZA ： 뾰촉각 

2) b 2 + c 2 < a 2 ^ ZA \ 무단각 

3) b 2 + c 2 = a 2 ZA : 직각 


(중명) 정 리 4，5에 의하여 

1) ZA : I 족각 ^ b 2 + c 2 > a 

2) ZA : 무딘각 ^ b 2 + c 2 < a 2 

3) ZA : 직각 ^ b 2 + c 2 = a 

따라서 전환법 에 의하여 거물정 리인 정 리 6이 성 립한다. 


1. 세 변의 길이가 다음과 같은 3 각형은 어떤 3 각형인가?(각에 따라 갈라놓아라.) 

1) 35m, 34m, 36m 

2) 17dm, 21dm, 13dm 


3) 39cm, 4cm, 40cm 


2. 세 변의 길이가 다음과 같은 3 각형이 직 3 각형임을 밝혀라. 

1) 3, 4, 5 

2) 15, 8, 17 

3) 4 幻 ! 2 -1 ， 4 a , 4 a 2+ l 


련습 문제 


2. 바른 3 각형의 두 변의 점을 맺는 
선분은 한 변보다 크지 않다는 
것 을 증명 하여 라. (그림 4-13) 


1. 두 원둘레가 사귀면 중심사이의 거리는 


반경의 합보다 작고 차보다 크다. 
증명 하여 라. 



그림 4-14 


그림 4-13 
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3. AABC 의 가운데 선을 AM 이 라고 하면 AB + A 02 AM 이 라는것 을 증명하여 라. 
(그림 4-14) 

4. 자름면이 반경 25 cm 인 원으로 된 강철봉이 있다. 이것을 깎아서 자름면이 
직4각형모양으로 된 강철봉을 얻으러고 한다. 그 자름면의 한 변은 30 cm 
이고 될수륵 면적을 크게 할 때 다른 변을 구하여라. 

5. 반경 이 요인 원에 내접하는 바른4각형과 외 접하는 바른4각형의 한변의 길 이는 
얼마인가? 

6. 한변 이 8 cm 인 바른3각형 이 있 다. 내 접하는 원의 반경 을 구하여 라. 

7. 주어진 두 바른4각형의 면적의 합 또는 차와 같은 면적을 가진 바른4각형을 
그려라. 

8. 자리표평면의 원점에서 다음 점까지의 거리를 구하여라. 

1) A (3, 2) 2) B (3, -4) 3) C (_2, _3) 

9. 다음 두 점사이의 거리를 구하여라. 

1) 점 M (2, 3) 과 자리표평면의 원점 에 관한 그의 대 칭점 

2) 점 M (2, 3) 과 중심닮음변환 (2， O ) 에 의한 그의 대 응점 

10. 3각뿔의 높이는 8 cm 이고 
밑면의 세 변이 각각 
3 cm , 4 cm , 5 cm 이다. 밑 
면의 면적과 그의 체적을 
구하여 라.(그림 4-15) 

11. 반경이 4 cm 인 구의 중심 

에 서 3 cm 의 거 리 에 있 는 

평면으로 잘랐을 때 생기는 그림 4—15 그림 4—16 

자름면(원) 의 반경 을 구하 
여 라.(그림 4-16) 

12. AABC 는 ZA =90 ᄋ 인 직 2등변3각형 이고 점 M 은 변 AC 의 가운데 점 이 다. 점 
C 에서 직선 BM 에 수직 인 직선을 그어 그 사귐점을 D , 직선 CD 와 변 BA 
의 연장선과의 사귐점 을 E 라고 할 때 

1) AABMzAACE 임 을 증명하여 라. 

2) 2 EA : EC 를 구하여 라. (여 기서 무리수는 그대 로 두기 로 한다. ) 

3) AABM 의 면적을 S 라고 하고 ADCM 의 면적을 T 라고 할 때 S : T 를 


S 


A 




B 
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구하여 라. 

















제 2 절 . 3 각형의 아낙각과 바깔각 


정리 . AABC 에서 

1) ZA 의 2 등분선 AM 국다른 두 변의 비로 맞은변 

BC 를 내분 

2) ZA 의 바깥각의 2 등분선 AN => 다른 두 변의 비로 

맞은변 BC 를 외분 


조건. A ABC 에서 

1) AM : ZA 의 2등분선 




결론. 1) 


2 ) 


AB BM 


AC MC 
AB BN 


AC NC 



N 


(증명) 점 C 를 지 나 AN , AM 에 각각 
평행인 직선을 그어 직선 AB 와 
사귀 는 점 을 각각 D , E 라고 하자. 

1) AM // EC 이므로 

AB BM 

AE MC 
또 ZMAC^ZACE 
ZBAM-ZAEC 

조건에 의하여 

ZMAC=ZBAM 이므로 
ZACE=ZAEC 


... AC=AE 
(1), (2) 에 의하여 


AB BM 
AC MC 


ar Rivr 

^ ANH 사의 2등분선국元 = 글 


2) AN // CD 이므로 


AB 


AD 

또 ZCAN^ZACD 


BN 

NC 


ZNAE^ZCDE 

조건에 의하여 ZCAN = ZNAE 이 므로 

ZACD^ZCDA 


그림 4-17 

( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 
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(4)，(5) 에 의하여 


AD=AC 

AB BN 


AC NC 


즉 AN 이 ZA 의 바깥각의 


선국 


(5) 

( 6 ) 

AB BN 


AC NC 


문 제 

1. AABC 에 서 ZB , ZC 의 2등분선의 사귐 점 을 I 라고 하고 직 선 AI 가 BO } 
사귀는 점을 P 라고 하면 

AB : AI : AC = PB : PI : PC 임 을 증명하여 라. 

2. AABC 의 내심을 I 라고 하고 시의 연장선과 BO } 사귀는 점을 D 라고 하면 

AI _ AB + AC 

DI ~ — BC — 

임 을 증명하여 라. 

3. AABC 에서 ZB , ZC 의 2등분선이 AC , AB 와 사귀는 점을 각각 D , E 라고 
할 때 BE = CD 이 면 AABC 는 2등변3각형임 을 증명하여 라. 

4. ZAOB (=120 ᄋ ) 의 두 변 및 그의 
각각 L , N 및 M 이 라고 하고 

OL = a y OM =/， ON=b 

라고 하면 

1 1 1 

— + — = — 

a b f 

임 을 증명하여 라. (그림 4-18) 

그림 4-18 

련습 문제 


2등분선 OF 와 임의의 직선과의 사귐점 을 

O 



1. AABC 의 ZB 의 2등분선을 BD 라고 하자. 

1) AB =10 cm ， BC =15 cm ， AC =20 cm 일 때 AD 와 DC 의 길이를 구하여라. 

2) AD : DC =8:5， AB =16 m 일 때 BC 의 길이를 구하여라. 

2. 점 D 는 AABC 의 변 BC 의 점 이다. 다음과 같은 경우에 AD 는 ZA 의 2등분 
선으로 되는가? 

1) AB =12 cm ， A 015 cm ， BD =4 cm , DC =5 cm 

2) AB =12 cm , AC =56 cm , BD : DC = 14:3 

3. AABC 의 한 가운데선을 AD 라고 하고 ZADB , ZADC 의 2 등분선이 그 
맞은변과 사귀 는 점 을 각각 E , F 라고 하면 EF // BC 이 다. 증명하여 라. 
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4. 


5. 


6 . 


AABC 에서 매 정각의 바깥각의 2등분선이 그 맞은변의 연장선과 사귀는 세 
점은 한 직선에 놓인다는것을 증명하여 라. 

AABC 의 정각 A 및 그 바깥각의 2등분선이 직선 BC 와 사귀는 점을 각각 P 
및 Q 라고 할 때 Q 가 BC 의 C 쪽으로 


의 연장선에 있으면 


2 


임 


BC BP BQ 

을 증명 하여 라. 

ᅀ ABC 에서 

1) AM 이 BC 를 다른 두 변의 비로 
내분하면 AM 은 ZA 의 아낙각의 
2등분선이다. 

2) AN 이 BC 를 다른 두 변의 비로 
외분하면 AN 은 ZA 의 바깥각의 
2등분선 이 다. 

를 증명하여 라. (그림 4-19) 

선분 BC 를 m : n 으로 내분 및 외분하는 

점을 각각 M , N 이라고 하자. 평면에서 

두 점 B , C 까지 의 거 리 의 비 가 m : n 인 

점 A 는 선분 MN 을 직경으로 하는 

원둘레에 있다. 왜 그런가? (그림 4-20) 




제 3 절. 원에서의 크기관계 


정리 1. (가름선에 관한 정리) 

한 원에서 두 활줄이 사귀면 그 사귐점에서 나누인 
매개 활줄의 두 부분의 적들은 서로 같다. 


(증명) A ACM 과 AMBD 에서 

ZCAM^ZMDB ((S 에 대 한 원둘레각) 

ZACM^ZMBD (그2)에 대 한 원둘레각) 
... AACM^AMBD 



I 다 리•乂] 


AM 


MD 

AM • MB=CM 


CM 

MB 

• MD 
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한 원의 두 활줄 AB 와 CD 가 점 M 에서 사귀였다. AM =6 cm ， MB =3 cm ， 


MD =0.5 cm 일 때 MC 의 길이를 구하여라. 

2. 직경이 20 m 인 원둘레가 있다. 길이가 16 m 인 
활줄에 수직인 직경의 두 부분의 길이를 구하여라. 

3. 그림 4-22 는 축받치개 의 자름면을 나타내 고 
있다. 여 기서 축의 직 경 CE 는 4.7 cm , CD 는 
2 cm 이다. AB 의 길이를 구하여라. 


E 



정리 2. (거꿀정리) 점 보에서 사귀는 두 선분 AB 와 CD 가 있다. 
AM • MB=CM • MD 이면 네 점 A , B , C , D 는 한 원들 
레에 있다. 


(증명) 조건에 의하여 

AM • MB=CM • MD 

. AM _ CM 
* * MD ~ MB 

그런데 ZAMC^ZBMD (맞문각) 

... AACM^AMBD 
... ZCAB^ZCDB 

따라서 네 점 A ， B ， C ， D 는 한 원둘레 

에 놓인다. 



탕 구 


구 아낙의 어떤 점 M 을 지나는 두 직선 a ， b 가 구면과 사귀는 점을 

A , B ； C , D 라고 하자. 

1) 이때 AM • MB 와 CM • MD 를 비교하여라. 

2) 점 M 을 지나는 다른 직선 C 가 구면과 
사귀는 점을 E , F 라고 할 때 ME • MF 
와의 관계는 어떤가? 

3) 어떤 결과를 얻을수 있는가? 
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1 .그림 4-24 에서 네 점 A , B , C , D 가 한 원둘레에 있는가를 밝혀라. 



2. 정 리 2를 귀유법 으로 증명하여 라. 

3. 지금까지 학습한 네 점이 한 원둘레에 놓일 조건들을 묶어 보아라. 


정리 3. (가름선과 접선에 관한 정리) 

원밖의 한 점에서 가름선을 그으면 그 점으로부터 가 
름선과 원둘레와의 사귐점까지 이르는 두 선분의 적 
은 그 점에서 그은 접선의 2제곱과 같다. 


(증명) 선분 AC , BC 를 긋자. 

AMAC 와 AMBC 에서 
ZM : 공통각， ZMCA^ZMBC 
... AMAC^AMBC 


, , , MA MC 

따라서 -=- 

MC MB 

즉 MA • MB = MC 2 


r 

























구밖의 한 점 보 에서 접선 MT 를 긋고 
구와 사귀는 직선 MC 를 그어 구면과 B , C 
에서 사권다고 하자. 이때 사귀는 직선 MC 를 
아무■게나 그어도 

MT 2 =MB • MC 


인가? 



문 제 

1. 그림 4 一 26에서 점 M 에서 바라볼수 있는 가장 
먼거 리 MT 를 구하여 라. 높이는 쇼이 다. 지구의 
반경을 R 라고 하고 계산하여라. 

2. 두 원둘레가 사귈 때 공통활줄의 연장선의 한 
점에서 두 원에 접선을 그으면 그 점에서 접점 
까지 의 거 리 들은 서 로 같다. 증명하여 라. 

(그림 4-27) 

3. 한 점으로부터 원에 가름선과 접선을 그었다. 
가름선에서 원밖에 있는 부분과 원안에 있는 
부분의 비가 5:4이고 차는 3 cm 이다. 접선의 
길이를 구하여 라. 

4. 사귀는 두 원의 공통활줄 PQ 의 연장선에 
한 점 A 를 정 하고 그 점 으로부터 한 원에는 
접하고 다른 원과는 사귀는 직선 ABCD 를 긋고 
원의 접점을 C , 사귐점을 B , D 라고 하면 

AB : BC = AC:CD 

임 을 증명하여 라. 


M 




M 

그림 4—27 


정리 4. (거꿀정리) 

원 O 의 가름선에서 점 M 을 원밖에 잡고 원들레에 점 C 를 
잡았을 때 MA _ MB = MC 2 이면 MC 는 원 O 의 접선이다. 
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(증명) 조건에 의하여 

MA • MB = MC 2 

. MA _ MC 
* * MC ~ MB 

ZM : AMAC 와 AMBC 의 공통각 
따라서 AMAC^AMBC 
... ZMCA^ZMBC 
따라서 MC 는 세 점 A , B , C 를 
지 나는 원둘레 에 접한다. 



# 구 

_ 

제형의 성질과 원의 내접 4 각형의 성질을 다 찾고 비교하여보아라. 


문 제 

1. 그림 4一29에 서 다음과 같은 경 우에 MC 가 AABC 의 외 접 원에 접하겠는가를 
밝혀라. 

1) MC =6.4, MA =3.2, AB =9.6 

2) BM =10, AM =4.1, MC =8 



25 

2. 그림 4—30 에서 CA 丄 MB 이고 AB =3, AC =4, MB =—— 

3 

이다. BO } A ACM 의 외접원에 접하겠는가? 

련습 문제 

1. 그림 4-31 에서 원 O 의 반경은 5 cm 이고 OM =3 cm 
이다. AM • BM 은 얼마인가? 

2. 원둘레의 점 으로부터 한 직경에 내린 수직선에 의하여 



그림 4-31 
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그 직경이 4. 8 cm 와 2. 7 cm 의 두 부분으로 나누어졌다. 그 수직선의 길이를 구 
하여 라. 

3. 직경 CD 에 수직 인 활줄 AB 가 CD 와 점 묘에서 사 
귀였다. AB = 6 cm ， CE =1.5 cm 이면 직경의 길 
이는 얼마인가? 

4. 너비가 1.435 m 인 철길이 AB 에서 구부러지면서 
갈라져나가고있다. BC =42.4 m 일 때 활등 斤의 
반경 을 구하여 라. (그림 4-32) 

5. 철길 이 도는데 를 원둘레모양으로 하려 하는데 
이때 그 반경을 145 m 보다 작지 않게 하려고 한다. 

다음과 같이 할수 있는가? 

1) 철길의 두 점을 맺는 활줄의 길이 가 100 m ， 이 활줄에 의하여 생 기는 
활형의 높이가 10 m 

2) 활줄의 길이가 50 m , 활형의 높이가 2 m 

6. AABC 안에 점 P 를 정하고 AABP , AACP 의 외접원을 그릴 때 이 두 원둘 
레가 변 BC 와 각각 D , 표에서 사귀고 PD = PE 이면 BE : CD = AB : AC 임을 증명 
하여 라. 

7. 원 O 의 활등 / S (작은쪽 활등)의 점 P 로부터 그은 두 활줄 PE ， PF 가 활줄 
AB 와 사귀는 점을 각각 C , D 라고 하자. 만일 AC = DB ， PC = DF 이면 
PE = PF 임 을 증명하여 라. 

8. AB 를 직경으로 하는 원둘레 O 에 있는 한 점 P 로부터 AB 에 수직인 활줄 PQ 
를 긋고 AB 와의 사귐점 을 C 라고 하자. 

P 를 중심으로 하고 PC 를 반경으로 하는 원을 그리고 처음 원둘레와의 사귐점 
을 R , S 라고 하면 활줄 RS 는 PC 를 2등분한다는것 을 증명하여 라. 

제 4 절ᄎ 자리 i 증명 

다음의 자리길은 흔히 리용되 는 자리 길(기 본자리 길)이 다. 

1) 한 점 O 로부터 r 만 한 거리에 있는 점의 자리길은 원둘레 O ( r ) 이다. 

2) 일정한 선분 a 를 각 G 로 보는 점 의 자리길은 a 를 활줄로 하고 각 a 를 
품는 활형의 활등이다. (끝점 제외) 

3) 일정한 두 점으로부터 같은 거리에 있는 점의 자리길은 그 두 점을 맺는 
선분의 수직 2등분선이다. 



V 

E 

그림 4-32 
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4) 각의 두 변으로부터 같은 거리에 있는 점의 자리길은 그 각의 2등분선이다. 

5) 직선 씬로부터 以 (일정)만 한 거리에 있는 점의 자리길은 직선 씬로부터 以만 
한 거리에 있으며 그에 평행인 두 직선이다. 



한 점 O 로부터 3만 한 거리에 있는 점은 원둘레 0(3) 에 놓인다. 원둘레 0(3) 
가 점 O 로부터 3만 한 거리에 있는 점의 자리길이라는것을 증명하려면 O 에서 3만 
한 거리에 있는 점은 0(3) 에 놓인다는것과 거꾸로 0(3) 에 있는 임의의 점을 A 라 
고 하면 OA =3 이 라는것을 밝혀 야 한다. 

R 자리길증명 

도형 표가 조건 다를 만족시키는 점의 자리길이라는것을 
증명하기 위해서는 다음과 같은 두가지를 밝혀야 한다. 

1) 조건 q m 만촉시키는 점은 도형 표에 있다. 

2) 도형 표에 있는 점은 조건 g 를 만촉시칸다. 

U 一 k 

례 I ) 점 A 와 이 점 을 지 나지 않는 직 선 L 
의 점 Q 를 맺는 선분 A Q 를 m : 자으로 
내 분하는 점 모의 자리길은 L 에 평 행 
인 직선이다. 

(증명) 1) 점 A 에서 직선 L 에 그은 수직선의 

밑점을 H 라고 하면 선분 AH 를 m’.n 

으로 내분하는 점 B 는 일정한 점이 ‘ H Q 

며조건에 맞는다. 그림 4-34 


A 
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조건을 만족시키는 다른 임의의 점을 모라고 하면 


이므로 


AP m 
PQ n 


AB AP m 
BH ~ PQ 

그러므로 BP // HQ 

즉 점 P 는 일정한 점 B 를 지나며 L 에 평행 인 직선 以 에 있다. 
2) 거꾸로 직선 a 의 임의의 점을 P 라고 하자. 

AP 의 연장선이 직선 L 과 사귀는 점을 Q 라고 하면 L //^ 이므로 

AP _ AB _ m 

PQ BH 7 


즉 P 는 조건을 만족시킨다. 


문 제 

증명 하여 라. ( 1 一 3) 

1 . 점 A 와 이 점을 지나지 않는 직선 L 의 점 Q 를 맺는 선분 AQ 를 의 비로 
외분하는 점의 자리길은 L 에 평행인 직선이다. 

2. 평행인 두 직선이 6에 이르는 거리가 같은 점의 자리길은 a , 6에 수직인 
선분 AB(Ae 이 BG 6) 의 가운데점을 지나며 以에 평행인 직선이다. 

3. 원둘레 O ( r ) 의 밖에 있는 점 모에서 그에 그은 두 접선의 접점을 A , B 라고 
할 때 APAB 가 바른3각형 으로 되 는 묘의 자리 길은 원둘레 0(2 r ) 이 다. 

자리길문제 에서 는 증명할것 을 요구하는 문제 와 자리 길을 찾아낼것 을 요구하는 
문제가 있다. 자리길을 찾아낼것을 요구하는 문제를 풀 때에는 먼저 조건에 맞는 
점 모가 어떤 도형 묘에 있다는것을 밝히고 다음에 F 에 있는 임의의 점이 조건을 
만족한다는것을 밝힌다. 

례 2ᄀ 일정한 선분 BC 를 변으로 하는 등변4각형 의 대 각선의 사귐점 의 자리 
길 을 구하여 라. 

(풀이) 조건을 만족시키 는 점 을 P (등변4각형 ABCD 의 대 각선의 사귐점 )라고 
하자. 

그러면 ZBPC=ZR (일정) 

따라서 점 P 는 일정한 선분 BC 를 직 경 으로 하는 원둘레 에 있다. 

거꾸로 그 원둘레의 임의의 점을 모라고 하자. ( B , C 는 제외) 

점 P 에 관한 점 B , C 의 대칭점을 각각 D , A 라고 하면 
BP = PD , CP = PA , AC 丄 BD 
그러므로 APBCeAPCDeAPDAeAPAB (변각변) 

따라서 BC = CD = DA=AB 
ABCD 는 등변4각형 
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점 B , C 는 조건을 만족시키 지 않는다. 
이 리하여 구하려 는 점 의 자리길 은 BC 를 
직경으로 하는 원둘레 (점 B , C 는 제외) 
이다. 


문 제 이 

1. 주어진 활형 AQB 의 활등 에서 움직이는 점 Q 가 있다. AQ 의 연장선에 
QB = QP 되 게 잡은 점 P 의 자리길 을 구하여 라. 

2. 원 O ( r ) 밖에 있는 점 A 에서 가름선 AMN ( M , N 은 원둘레의 점)을 그을 때 
활줄 MN 의 가운데 점 P 의 자리길 을 구하여 라. 

3. 선분 AB 를 밑변으로 하는 면적이 S 인 APAB 의 정점 묘의 자리길을 구하여라. 

4. 서 로 사귀 는 두 직 선에 접 하는 원의 중심 의 자리 길을 구하여 라. 

5. ZXOY=a ( a < ZR ) 의 아낙에 있는 점 P 로부터 각의 두 변 OX , OY 에 내 린 
수직선의 밑점을 각각 Q , R 라고 할 때 PQ + PR = L (일정)인 점 P 의 자리길을 
구하여 라. 

련습 문제 

1. 원둘레 O ( r ) 의 점 A 에서 이 원과 접하는 원의 중심의 자리길을 구하여 라. 

2. 일정한 선분 AB 의 끝점 A , B 가 서로 수직인 두 직선 XX 、 YY ' 에서 움직일 
때 선분 AB 의 가운데점 의 자리 길 을 구하여 라. 

3. 일정한 직선 a 와 그 밖의 점 A 가 있다. 직선 a 의 임의의 점 Q 와 A 를 두 
정 점 으로 하는 바른 3각형 의 정 점 모의 자리길 을 구하여 라. 

4. 주어진 선분 AB 에 한 점 C 를 정하고 AC , BC 를 각각 한 변으로 하는 바른 
3각형 ACD 와 BCE 를 AB 에 관하여 같은쪽에 그릴 때 선분 DE 의 가운데점 
의 자리길을 구하여라. 

5. 각 ZXOY 의 변 OX , OY 에 각각 선분 AB , CD 가 있다. 각의 아낙에 있으 
면서 면적 S ( AABP )= S ( ACDP ) 를 만족하는 점 모의 자리길을 구하여 라. 

6. 원둘레의 일정한 점 A 와 그 원둘레 에서 움직 이는 점 묘가 있다. 선분 AB 또는 
그의 연장선에 있으면서 AP . AB = K 2 (일정 ) 을 만족하는 점 묘의 자리길을 구 
하여 라. 

7. 주어진 두 점으로부터의 거리의 2제곱의 합이 일정한 점의 자리길을 구하여라. 

8. 점 A 와 일정한 원 O ( r ) 가 있다. 점 A 와 그 원둘레의 점 P 를 맺는 선분 AP 
를 m : 자으로 내 분하는 점 의 자리 길 을 구하여 라. 


A D 
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9. 직선 XY 와 이 직선밖의 점 A 가 있다. 점 A 와 표구의 점 B 를 맺는 선분 AB 에 
있으면서 AP . AB = K 2 (일정) 을 만족하는 점 P 의 자리길을 구하여라. 


■ 복습 문제 

_ _ _ __ _ . . . . 

- ， /•-：•■：.• ■' •: ■ ■ 게 ■ ，人…':.: ■' ：： ■ ■ :；'■■■ •. :： . ■■：,• - • - .' •: ■ ' 

1. 3각형의 제 일 큰 변에 붙어 있는 두 아낙각은 반드시 I 족각이다. 증명하여 라. 

2. 반경이 5 cm 인 원이 있다. 이 원의 직경 AB 를 2:3의 비로 나누는 점 N 에서 
이 직경에 수직인 활줄 CD 를 그었다. CD 의 길이를 구하여라. 

3. 직3각형의 직각의 정점에서 빗변에 그은 높이가 빗변을 3:7의 비로 나눈다. 

그 높이가 50 cm 라고 할 때 그 직각변의 길이를 구하여라. 

4. 직3각형 의 세 변이 다음과 같을 때 x 의 값을 구하여 라. 있을수 있는 경 우를 
다 생각하여 라. 

1) 4, 7, 6 -x 2) 6, 11, x +5 

3) 5, 11, 3 x +4 4) 3, 10, 6~5 x 

5. 부채형의 반경을 R , 그 활줄을 2 a ， 내접 원의 반경을 r 라고 하면 

1 1 1 
— = —I- 

r a K 

이 다. 증명하여 라. 

6. 흔들이의 끈의 길이가 MA=L = lm 이다. 추가 올라간 높이 CA =/ z =10 cm 일 때 
추 B 로부터 MA 까지 의 거 리 BC 를 구하여 라. (그림 4-36) 


L 




그림 4-36 


參 


H 



그림 4-37 


7. 그림 4-37 은 1자로 원의 직경을 재는 방법을 보여주고있다. AB = a , 
라고 할 때 원의 직경을 a , 6에 의하여 
표시 하여 라. 


MB = 公 


8. 그림 4-38 에서와 같이 나들개가 있다. 
휘 돌이에 서 OB 가 축 O 의 주위 로 돌면 
A 는 직선 g 를 따라 왔다갔다 한다. 

A 가 왔다갔다하는 거리를 r , L , h 를 
가지 고 표시 하여 라 . 


A 
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그림 4-38 



























9. 중심이 O 인 원의 활줄 AB 를 량쪽으로 연장하고 그우에서 AC = BD 가 되게 C , 
D 를 잡고 점 C , D 로부터 접선 CE , DF 를 CD 의 반대쪽에 그으면 E , 묘를 

맺 는 활줄은 AB 를 2등분한다는것 을 증명하여 라. 

10. 원 O 밖의 점 P 로부터 접 선 PA , PB 를 긋고 활줄 AB 의 가운데점 M 을 
지나는 임의의 활줄 CD 를 그으면 

1) 네 점 P , C , O , D 는 한 원둘레 에 놓인 다. 증명하여 라.(네 점 P , C , 
O , D 가 한 원둘레에 놓이지 않는 경우가 있을수 있는가?) 

2) ZCPM = ZMPD 이 다. 증명하여 라. 

11. AABC 의 무게중심을 도라고 하고 ZBAG =90° , AB =5 cm , AG =3 cm 라고 할 
때 가운데선의 길이를 구하여라. 

12. 원 0(3 cm ) 를 그리고 한 점 H 에서 서로 사귀는 두 활줄 AB 와 CD 를 그어라. 
AB 와 CD 의 가운데점을 각각 I , 그라고 할 때 

1) 네 점 O , I , J , H 는 한 원둘레에 놓이는가? 

公) AB =5 cm , AH =(3-^) cm 일 때 원둘레 OIJ 의 반경을 구하여라. 

13. 바른3각형 ABC 아낙에 있는 점 P 에 대하여 PA 2 = PB 2 + PC 2 이 만족될 때 
ZBPC 의 크기를 구하여 라. 

14. 직2등변3각형 ABC 의 빗 변 BC 의 임의의 점 을 D 라고 하면 

2 AD 2 = BD 2 + CD 2 

이 다. 증명하여 라. 

15. 직3각형 ABC 의 빗 변 BC 의 가운데점 M 으로부터 두 직 각변 AB , AC 에 선분 
MP , MQ 를 긋고 ZPMQ 가 직각이 되도록 하면 BP 2 + CQ 2 = PQ 2 이 다. 
증명 하여 라. 

16. 직 3각형 ABC 의 직 각의 정 점 A 로부터 빗 변 BC 에 수직 인 직 선 AD 를 그으면 

AB + AC < AD+BC 

이 다. 증명하여 라. 

17. AABC 에서 ZA =90 ᄋ， A 에서 BC 에 그은 수직선의 밑점을 D , P 는 AD 의 
가운데점， BP 와 AC 의 사귐점 을 E , 표에서 BC 에 그은 수직선의 밑점 을 F , 
AE =3, EC =12 일 때 EF 의 길이는 얼마인가? 

18. 반경이 다른 두 원 이과 0 2 는 점 C 와 표에서 사귀고 CB 는 원 이의 직경이 
다. B 를 지 나서 원 이의 접 선은 CE 의 늘임선과 A 에 서 사귀 고 AFD 는 가 

름선으로서 원 0 2 와 F , D 에서 사권다. BC = FD =2, CE = 七 일 때 AF 의 
길 이는 ( ) 이 다. 

1) 2 -S 2) 3) ^i±3 4) ^ 

3 3 3 3 

19. 1) 두 점 D , I 와 한 직선 L 이 주어졌다. 직4각형 ABCD 를 그리되 두 대각선은 

점 I 에서 사귀 고 정점 C 는 직선 L 에 놓이게 하여 라. 

2) 두 점 A , E 와 원 O 및 직선 L 이 주어졌다. 평행4변형 ABCD 를 그리되 
대각선의 사귐점이 점 E 로 되고 정점 D 는 원둘레 O 에 놓이고 정점 B 는 
직선 L 에 놓이게 하여라. 
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20. 직 3 각형 KBC ( ZK =90 ᄋ ) 의 변 BC , CK , BK 의 가운데 점 을 각각 I , L , M 
이라고 하고 점 技에 관한 점 L , M 의 대칭점을 각각 E , F , 점 I 에 관한 점 
災의 대칭점을 T 라고 하고 반직선 IT 에 ID =3 IT 로 되게 점 D 를 찍는다. 
그리 고 직 선 BE 와 CF 의 사귐점 을 A 라고 한다. 

1) 4각형 EFLM 은 무슨 4각형인가? 

2) 선분 EF 와 BC 를 비교하여 라. 점 표와 F 는 각각 선분 AB 와 AC 의 무슨 
점 으로 되는가? 

3) 4각형 KBTC 와 CABD 는 무슨 4각형인 가? 

21. 2등변3각형 ABC ( AB = AC ) 가 있다. 이 평면에서 ZAPB=ZAPC 인 점 P 의 
자리 길 을 구하여 라. 

22. 바른3각형 ABC 의 변 AC , AB 에 각각 점 Q , 요를 잡되 BQ = CR 되게 한다. 
BQ , CR 와 사귐점 P 의 자리 길 을 구하여 라. 



유클리드〈〈기하학원본》 


유클리드 ( B.C 340- B . C 287) 는 기하학건설에서 큰 공적을 남간 고 
대그리스의 수학자이다. 그의 공적은 당대까지 인류가 창조한 기하유산 
을 하나의 방대한 리론제계로 집대성한 기하대전서-〈〈기하학원본〉〉을 내 
놓았다는데 있다. 

유클리드가 쓴〈〈기하학원본〉〉은 모두 13권으로 되여있는데 거기에는 
우리가 중학교에서 학습하게 되는 모든 내용들이 들어있다. 1권부터 6 
권에는 3각형의 합동조건，변과 각사이의 관계，평행선에 관한 리론，3 
각형과 다각형의 면적에 관한 리론，원에 관한 리론，내접，외접에 관한 
리론，닮음에 관한 리론이 서술되여있고 7권부터 10권에는 비례리론과 
산수리론이 서술되여 있으며 11권부터 13권에는 평면도형과 공간도형에 


대한 내용이 서술되여있다. 
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제 5 장. 지4겨과 로그져 
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제 1 절. 지수식 


다음 식에서 지수에 변수가 들어있는 식을 찾아보아라. 

1) 2 3 ， 3 X , 삭- 1 ，7 8 

2) Vx , Vx + 2, 3 X , 3 X +3, 7 X +Vx 

지수에 변수가 들어있는 식을 지수식이라고 부른다. 


실례로 3 X +2 X ~\ 3 2x +5 X -9 등은 지수식이고 2 + Vx, 3 2 +; c 2 -7 은 지수식 

이 아니다. 

지 수식 에서도 한또래마디 를 생 각할수 있다. 

례 1: 〉 다음 지수식 을 정돈하여 라. 

2 3+ 네 +7 

(풀이) 2 3+ x +3-2 x +7 = 2 3 2 x +3-2 x +7 = 8-2 x +3-2 x +7 = 11-2 x +7 
문 제 

1. 다음 지수식을 정돈하여라. 

1 ) 2 x + 2 + 2 x -10 

2. 다음 지수식을 정돈하여 라. 

1) 6-3 x+2 -5 x+2 +3 x+4 -5 x+2 


2) 3 니+3니+2义 +2 


x+9 


2) 2-3 " x + 3 2_x + 5 2x+2 -7-5 2 


x—2 


지 수식 에 서 乂 의 성 질을 아는것 이 중요하다. 
지 수식 a x 은 a > 0 f a 뉴 1 일 때 만 생 각한다. 




[ 지수식 2ᄌ에서 x = -3, -2, 2, 3일 때 식의 값을 구하여 라. 
식의 값이 령，부수가 되는 x 가 있는가? 


■ 

l I j 

지수식，은 임의의 JC 에 대해서도 그 값이 늘 정수이다. 즉 

a x >0 
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지수식 3 X 에서 ;c 가 정수，부수일 때와 일 때 

를 비교해보아라. 



( 증명) 함수 7 江〉 0) 은 (0, +00) 에 서 증가함수이 므로 
m 〉穴〉0 이 므로 m a > n a 
:. x > 1 이 면 x a >\ a = \ 

次〉1 이 므로 a a > \ 

x x > x 2 이 면 x l - x 2 > 0 이 므로 a Xl - X2 > 1 

안같기 식 의 량변에 <2ᄌ 2 을 곱하면 a Xl > a X2 
... > x 2 , u 〉 l 이면 a Xl > a Xl 

fl ■■■■■■■■■■■■■■■■■■眞 

0<次<1일 때 지〉; c 2 이면 a Xl < a X 2 0\ C [. 

Jr —--_■--- ■■ᅵ- --- -이 -■- _… ■ ■.ᅵ.- -■--■■■■■■■■ -… -- - - -ᅳ ■■■■■ ■■-■- -----■■■■■■■ -^ 

( 증명) 함수 7 = ^ 야〉 0) 은 (0, + 00 ) 에서 증가함수 

... 0 < a < 1 이 면 0 < < 1 

xi - x 2 >0 이 므로 0< i ：1 — X2 <1 
a 1 [ a Xl 〉0)을 량변에 곱하면 

0 < 公ᄌ 1 < a 1 

... 0 < a < 1, x x > x 2 =^> a Xl < a Xl 
저》 다음 수들을 작은것 부터 커가는 차례 로 써 라. 

2 2.3, 2 一 0.7, 2 -1.9, 신' 2 2.6, 义 

(풀이) 주어 진 제 곱들의 지 수들만 비 교해보면 

-1.9 < -0.7 < 0< 1.5 <2.3 <2.6 

2〉1이므로 지수들의 크기순서는 곧 주어진 수들의 크기순서로 된다. 
따라서 2' 1 ' 9 < 2— a7 <2° < 2 1 ' 5 < 2 2 ' 3 < 2 2 ' 6 
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문 제 

1. 0 야<1일 때 다음것 을 증명하여 라. 

1) 义〉0이면 0 <( 2 ’ <1 2) 义<0이면 a x > 1 

2. 다음 수들가운데 서 1 보다 큰것 과 작은것 을 골라내 여라. 

1V 3 ' 1 * 

2, 

3. 다음 수들가운데서 어느것 이 큰가? 

1) 5 03 과 5 0 ' 4 2) 0，一 과 Q . Tr 3 




4) 




一 1.9 


4. 다음 수들을 크기순서로 써 라. 


1) 



이 

0.4 

f 4 1 

-0.2 

( 2 ^ 

-0.015 





I]) 



2 2 


公) 

r 이 

1 

卜 9) 

I 

( 16 ᅵ 


17； 


U 6； 





4.1 



련 습 문 제 


1. 다음 식 들가운데 서 지 수식 을 골라내 여 라. 


x 5 , 6 \ 


2 

1.5' 자 


2. - l < a <0 9 & 가 1 보다 큰 홀수이면 b \ a b 


x 


- 1.2 


幻나 의 


f 이 

UJ 


크기관계는 ( 


)이 다. 


1) b a > a b > a b 2) a b > b a > a b 3) b a > a b > a b 4) a b > a b > b a 

3. 0 야 <6<1 일 때 다음 안같기식가운데서 옳은것을 찾아보아라. 

1) (l - a)b > (l - a) b 2) (l + a) a > (l + b) b 

3) (1 - a) b > (l - a)2 4) (1 - a) a > (l - b) b 

4. 0< a <6 <l 일 때 乂 , 의 크기를 비교하여 라. 

5. m 〉 n 〉0， a ^ \ , u 〉0 일 때 

a m + a— m > a n + “，임 을 증명 하여 라. 

6. 2ᄌ+父=8일 때 소 = 2ᄌ +1 +父 +1 이 취할수 있는 값의 범위를 구하여라. 
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제 2 절. 로그식 


1. 로그와 로그식 

2 3 = 8에서 3은 밑수 2의 지 수이다. 

이때 지수 3을 2 를 밑수로 하는 8의 로그수라고 부르고 

31 Q 2 2 =4, 2 4 =16 에서 지수 2，4 를 각각 2 를 
로그수로 표시하여 라. 

(풀이) 2 = log 2 4, 4 = log 2 16 


a 〉 0, a 굳 1 일 때 a x =mM 만족시키는 변수 의 
하는 m 의 로그수 또는 로그라고 부르고 

log 겨 

으로 표시한다. 이것을〈〈로그 a , m 〉〉 이라고 읽는다. 
\ og a m = bm 때 bm log 거의 값이라고도 부른다. 


례 2= ) 다음 로그의 값을 구하여 라. 

1) log 3 27 2) log 5 125 


(풀이) 1) 3 X = 27에서 ； c =3 이므로 

log 3 27 = 3 

公、 5,=125에서 x =3 이므로 

log 5 125=3 


례 



다음 로그의 값을 구하여 라. 


1) log! 


16 


2) logi 16 




(풀이) 1) 


2 


16 


에서 이므로 log , ——=4 

2 16 


X 


2 


16에서 그:-4이므로 logi 16 = -4 


3 = log 2 8 로 표시 한다. 
밑수로 하는 4, 16 의 


값을 ^를 밀수로 

p ■►진수 

l0g，2 

―►로그의 밑수 


2 ) 
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문 제 


1. 다음 로그의 값을 구하여 라. 


1) log 2 ^ 2) log 10 1 000 

2. 다음 로그의 값을 구하여 라. 

1) log 9 3 2) log ! —— 


3) log 3 0.(3) 4) log 10 0.001 


3) log i 32 

2 


4) log 001 1 000 000 


수 10 을 밑 수로 하는 로그 log 1() 씨 을 m 의 상용로그수 
또는 상용로그 라고 부르고 lgm 으로 표시한다. 


상용로그의 값을 로그수표로도 구할수 있고 전자수산기로도 구할수 있다. 

실례로 lgl .14 를 수표에서 구하려면 1.14 에서 1.1 과 4가 마주치는 곳에서 
0 569을 찾아 0.056 9를 쓰면 된다. 



문 제 

1 . 다음 상용로그를 구하여 라. 

1) lg 2 2) lg 4 3) lg 7 

2. 다음 상용로그를 구하여 라. 

1) lg 2.32 2) lg 3.37 3) lg 7.2 
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igi 은 얼마인가? 


2 ls Vo ， lg T 는은 얼마인가? 

3. lgio, IglOO 은 얼마인가? 




정수 A 의 


표준지 수형 식 이 A=a • l 『( l < a <10, 


me I ) 이 면 


lgA=(lga • 10 m ) = m + \ ga , [ IgA ] = m , { lgA}=lga 이 다. 왜 그런가? 



로그의 몽근수부와 소수부 

A=a • 10 m O lgA = m + Iga 

v v 


_ lgA ] { IgA } 


(1 < a < 10, md ) 



정 수의 상용로그는 이 수의 표준지수에 표준곁 수의 상용로그를 더한 합과 같다. 
상용로그의 옹근수부，소수부를 각각 지표，가수라고 부론다. 

례 4) A =1.02 • 10 -3 이 면 

lgA = lg (1.02 • 10 _3 )= lgl .02+(-3) 

가수 지 표 


문 제 

1. 다음 수의 상용로그의 지표는 얼마인가? 또 가수를 표시하고 식을 써라. 

1) 27.6 2) 130.6 3) 3.84 4) 627 

5) 72 020 6) 0.1 7) 0.023 8) 0.002 564 

2. A >1 일 때 A 의 상용로그의 지표는 A 의 옹근수부에 들어있는 수자의 개수와 어떤 
관계에 있는가? 


以 〉1 일 때 log a x 에 서 

1) '=1 이면 log a ᄌ = 0 

2) 0< x<l 이면 log a x <0 

3) ᄌ〉1이면 log " ᄌ〉0 
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례 국 ) 다음 상용로그에서 정수인것과 부수인것을 갈라내여 라. 

lg 3.1, lgO .172, lgl 000, lg 0.99 

(풀이) 3.1, 1000 은 1 보다 크므로 


lg 3.1>0, lgl 000〉0 
0.172, 0.99 은 1 보다 작으므로 

lg 0.172<0 , lg 0.99<0 


문 제 

1. 다음 로그에서 정수와 부수를 갈라내여 라. 

log 2 3 ， logsO .9, log 7 0.7 

2. 다음 로그에서 정수와 부수를 갈라내여 라. 

log 0.1 10 ， log 0.01 0. 1 ， log 100 10 ， log 10〔》• 1 




다음 식에서 로그기호안에 변수가 들어있는 식을 골라내여라. 


log 3 27 , log 9 x , log 4 2 x + l , log 2 x +3 


로그기호안에 변수가 들어있는 식을 로그식이라고 부른다. 


실례로 log 2 x , lgOc +2), log 7 (2 x + l )+3 등은 로그식이다. 

로그식에서도 한또래마디를 생각할수 있고 식을 정돈할수 있다. 

문 제 

1. 다음 로그식의 값을 구하여 라. 

1) 义=2 일 때 log 2 2 x +log 4 (8 x + 2) 

2) '=0.01 일 때 log 01 x + log 001 O . OObc -4 

2. 다음 로그식의 값을 구하여라. 
lbc =1.75 일 때 lgx +31 g 2 x +7.5 

2) x =5.52 일 때 lg -+21 g -+3.2 

2 3 

로그식을 계산할 때에는 로그의 성질을 자주 쓴다. 
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2. 로그의 성질 


勤送及 


[ 다음 두 값을 비 교하여 라 . 

2 、 8 과 & 4 log4 64 와 64, 


\ logi 16 


2 


과 16 



이식은 


로그의 성질을 밝히는데 많이 쓰인다 . 


적외 로그 

정리 1. M, N〉0 일 때 

log fl (M • N) = log a M+ log fl N 


( 증명 ) M>0, N>0 일 때 

a logaM =M, a 1 예 N 

한편 지 수법 칙 에 의하여 

a log 公 M+logaN= a logaM . 여 logaN^jyj . ^ 

따라서 로그의 정 의 에 의 하여 

log a (M ' N) = log a M+ log«N 


진수의 인수가 3 개 이상일 때에도 우와 같은 성질을 가전다 . 

일 반적 으로 M“M 2 ， … ， M„〉0 일 때 

loga (Ml M 2 - • -M^logaM^log a M 2 + … + \og a M n 


례 l^) log 2 (32 • 64) = log232+log264=5+6=11 


문 제 

1. 다음 식의 값을 구하여 라 . 

1) log 2 (8.32) 2) l 0 g 4 (64.4.4- 2 ) 

4) log 3 (27.3V3) 5) log 6 4+log 6 9 





6) log 3l+log33+log 39 
















2. 다음 식의 값을 구하여 라. 


1) log 5 8+ log 5 0. 25+ log 5 2. 5 2) log i 0 2 +log i 0 V 3+ log 10 

3. log 10 3 = a , log 10 5 = b 라고 할 때 다음 식 을 a 와 &에 의하여 표시하여라. 
1) log 10 15 2) log 10 45 3) log 10 0.75 4) log 10 225 



전 ^]] 


다음 계산과정을 보고 상의 로그가 무엇과 같은가를 말하여라. 


1°§2 = 1°§2 군 " = 1°§2 2 2 = 2 

log 2 64 - log 2 16 = 6-4 = 2 


이므로 


64 

l 0 82 TT = 1 °§2 64 - 10 §2 16 
16 


상의 로그 

정리 2. M , N 〉0 일 때 

M 


log . — = log fl M - log a N 


(증명) 


log„ M - 

a ha 

이므로 


log fl N _ 


log„ M 

a ha 

一 log"N 

a ha 


M 

N 


lo S . 


M 

N 


log fl M - log fl N 


1000 


례 Ol ) log 10 = log 10 l 000- log 10 100 = 3-2 = 1 


100 


6 


2) log 2 6 - log 2 3 = log 2 一 = log 2 2 = 1 
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문 제 



다음 로그를 구하여 라. 

1、! 625 … 9 

1) log 5 —— 2) log 3 —— 

5 125 3 243 


3) log 10 


0.01 

Too 


4) 10 년 


2. 다음 식의 값을 구하여 라. 

1) log 10 3- log 10 0.3 2) log 3 7 - log 3 ^ 3) log 5 2 + log 5 20- log 5 8 

3. 다음 같기 식 을 증명하여 라. 

log . 유 = - log . N 


4. log 1Q 2 = 0.3010, log 1Q 3 = 0.4771 임 을 알고 다음 로그를 구하여 라. 
1) log 10 6 2) log 10 5 3) log 10 60 

4) log 10 1.5 5) log 10 ^ 6) log 10 0.06 


M 다음 계산과정을 보고 제곱의 로그가 무엇과 같은가를 말하여 라. 


log ， l 3 = k ) g ， M . M ) 

= log a M + log a M + log fl M 
=3 log a M 


제곱의 로그 

정리 3. M 〉0 이고 소가 실수일 때 

log “ M 네 M 


aT 3> l ) log 10 103 = Ilog 10 10 = i 

2) log 2 V ^" = log 2 8 4 = | log 2 8 = | 



9 

4 
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문 제 

1. 공식 log a _ = ^^ 을 증명 하여 라. 

n 

2. 다음 값을 구하여 라. 

1) log 2 V 2 2) log 3 "3、/공 

3. 다음 식을 간단히 하여 라. 

1) logs j —2 log 3 Vl 2 2) 2 1 og 10 ^-+ log 10 18 —log 

3) log 10 2 + log 10 Vl 5 -log 10 0.6 

4. 정 리 3 을 씨 서 다음 같기식 이 옳다는것 을 증명하여 라. 

1) log 2 5 • log 3 2 = log 3 5 2) log 2 3= 1 

" log 3 2 


로그밑수변환공식 
정리 4. C 〉 0，C 굳 1 일 때 


log , M = 


log c M 
log 거 


(증명) log a M - log c a = log c a loga M = log c M 
이 고 log c a 굳 0 이 므로 


log fl M 


logc M 
log 겨 


례 4^) log 4 8 을 계 산하여 라. 


(풀이) 


log 


log 


2 


4 


log 2 4 



2 


례 5) lgl 73 을 전자수산기 로 구하여 라. 

(풀이) 173 log —► 2.238 046 1 
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1. 정 리 4를 써서 다음 같기식 을 증명하여 라. 

1 log M 

1) log a b = - 2) log ” M = ——-— 3) log nr M = n \ og a M 

log 시 2 a n 、 a 

2. 다음 로그를 구하여 라. 

1) log 100 10 2) 41 og 8 2 3) log 25 125 4) log 64 32 

3. 다음 식을 간단히 하여 라. 

1) log 3 4 • log 4 5 • log 5 6 2) ( log 2 3+ log 4 9+."+ log 25 3 5 ) log 9 V 32 

4. log 10 2 = a , log 10 3 = b 일 때 다음 로그를 a ， 公 로 표시 하여 라. 

1) log 2 12 2) log 1000 \ fOJ 5 

5. 다음것을 구하여 라. 

1) log 12 2 = a 일 때 log 6 64 

2) log a x = 2, log 스义 = 3， log c x = 6 일 때 log 싸义 

6. 3개의 수 log 3 2, log 5 4, 2 0 - 3 이 주어졌다. 그것들의 크기관계는 ( ) 이 다. 

1) log32 < log 5 4 < 2 0 - 3 2) 2 0 3 < log 3 2< log 5 4 

3) log 5 4<2 0 - 3 < log 3 2 4) log 3 2<2 0 - 3 < log 5 4 


련습 문제 

1. 다음 로그를 구하여 라. 

1) log 8 32 2) log 8 i 3- V 3 

4) logs ^243 V 9 5) log 4 스름 

V8 

2. 다음 식의 값을 구하여 라. 

1) 5' 3l0g5l ° 2) 10 2_ 2 108100001 

3. 다음것을 구하여 라. 

1) x =2 a 3 bc 2 때 log 2 x 


3) log 64 V 2 


6) log4 W 


3) (V8) log225 
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2) y = ^ 일 때 iog 10 7 



일 때 log 10 z 


4. 다음 식의 값을 구하여 라. 

1 1 7 

D log 10 - + -log 10 49-log 10 — 

2) 4 log 10 Vl50 — log 10 54 + log 10 24 

3) log 5 V2+log 5 3-log 5 Vlo 

log 5 1.8 


4) log 10 1 3 + — log 10 11 +1 og 10 — — log 10 —+ —log 10 YY 

5. log 10 2 = a , log 1Q 3 = 6 라고 할 때 다음 로그를 a， & 로 표시 하여 라. 
1) log 10 0.72 2) log 3 8 3) log 12 3 4) log 36 3 


6. log 2 3 = a , log 3 7 =b 때 log 42 56 을 a, 6 로 표시 하여 라. 


7. 다음 식의 값을 구하여 라. 

1) log^l6V2+log^ 32V2 公、 64 1 - 21081612 

8. 다음 같기식 이 옳은가? 그 리유를 설 명 하여 라. 


3) 


^ ^ 3+3 log 8 6 

4 2 


100 


~ _ l°gio ^5 


1) log 10 (8 + 2) = log 10 8 + log 10 2 2) log 10 (8-2) = log 10 8 - log 10 2 


9. 다음 같기식 을 증명하여 라. 


log “ M , _ log , 찌 
log . M 2 log , M 2 

이 같기식 은 로그의 어 떤 성 질을 말해 주고있는가? 

10. log 3 [ log 4 ( log 5 a )]= log 4 [ log 3 ( log 5 公)] =0 일 때 쓰의 값은 ( ) 이다. 

公 

1) 4 2) 5 3) 3 4) - 

5 
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11. 다음 식을 간단히 하여라. 




복습 문 


이 1 보다 큰 자연수이 고 (2 농 1, 以〉0 이 다. 다음 수들을 커 가는 차례 로 써 라. 


세 ~ ln 


a 


a 




n+\ 


밖 


2. x 2 > xi >0, 以〉0일 때 다음 식을 증명하여라. 


Xi . 

a 1 + a 

^ Y 


x 2 


+ Xn 


> a 


2 


3. 다음 로그가 무리 수라는것 을 증명하여 라. 
1) lg 3 

4. a 〉6〉0 일 때 다음 식 을 증명하여 라. 


2) lg 5 


lg a + lg 6 t a + b 

一 < lg 


2 


2 


、 V11+2VI0+V11-2VH) 、 ^ , 1 - -j= 1 - p— 

1) l°gioV ii+ 2 a/To-Vh- 2 VTo 2) log 8 (V2 + V3 -^2-v3) 

12. 3 50 은 몇 자리수인가? ( lg 3=0.4771) 

13. 로그의 지표가 3인 수는 어떤 범위의 수인가? 그러한 자연수는 모두 몇 
개 인 가? 

14. 0.4 를 35 제 곱하면 첫 유효수자는 소수점 아래 몇 번째 자리 에 나타나는가? 

15. x 가 어떤 옹근수일 때 1.08 ᄌ의 옹근수부가 5자리수로 되는가? 

( lg 2=0.3010, lg 3=0.4771) 

16. 어느 한 공장에서는 모든 생산공정을 현대화하여 2005년부터 2011년까지의 
기간에 생산을 해마다 평균 20%씩 증가시켰다. 이 기간에 생산이 몇배로 
증가하였겠는가? 

17. 피 스톤이 한번 움직 일 때 마다 용기안의 공기 가 ᄉ씩 빠지 는 진공쁨프가 있다. 

8 

이 진공쁨프의 피 스톤을 50번 움직 이 면 용기안의 압력 은 얼마로 되 겠는가? 
용기안의 처 음 압력 은 l 0 5 Pa 이 다. 


. : 



5. log a m + log ^ n = log ᄍ n + log ^ m 일 때 a = b 또는 m = n 이 라는것 을 증명 하여 라. 
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6. log 2 a = m, log 5 a = n, log 10 a = p (a >0, (2 共 1) 일 때 

1 1 1 

— I — = — 

m n p 

임 을 증명 하여 라 

7. 다음 같기식 을 증명하여 라. 


1) log tf c + log 。 c = 0 일 때 abc + 1 = ab + c 

i g 으 i g 으 \ g - 

2) a , b , c 가 각각 1 이 아닌 정수일 때 a %c b = \ 


8. log 14 7 = 公 , log 14 5 = b 일 때 log 35 8 을 幻ᄂ 公 로 표시 하여 라. 


9. a , 公, c 가 각각 1 이 아닌 정 수이고 이 면 

lQ gq^ = log, m-log, 〉이 
log c m log^ m -log c m 

이 라는것 을 증명 하여 라. 

10. 3 각형 의 세 변 a , b , c 사이 에 

lo g— c + lo g a - b c = 21og 

a+b c . log 나 c 

라는 관계가 있으면 이 3각형은 어떤 3각형인가?야유 1) 

11. a , b , c 가 정 수일 때 


lg 幻 ! + lg Z? + lg C 와 


lg 


a + b 
2 


, b+c , a+c 

lg — 厂 + lg 


2 


2 


의 크기를 비교하여라. 

12. 다음 로그들의 크기를 비교하여 라. 

1) log 4 60 과 log 3 30 2) log 3 75 와 log 2 11 

13. 흔들이의 주기 구 와 길이 L 사이에는 다음의 관계가 있다. 



주기가 3 초인 흔들이의 길이는 얼마인가? Gr «3.1416， g ^9.8 m / s 2 ) 

14. Iga , lg 6 는 방정식 2/-4; c + l =0 의 두개의 풀이이다. (lg 쓰) 2 의 값은 얼마인가? 

公 
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15. ^〉6〉 c〉l 이 라면 다음 안같기식 에서 정 확치 않은것은 어 느것 인가? 

1) a c > b c 2) \ og a b >\ og a c 3) c a 〉 c b 4) log ^ c > log fl c 

16. 2 lc)g3 ᄌ 을 x 의 제 곱형 래 로 고쳐써 라. (x 는 1 이 아닌 정 수) 

log 10 (log 1Q q) 

17. a logl ° a 을 간단히 하여 라. ( a #1， a >0) 

18. 47 10() 이 168 자리수일 때 47 17 은 몇 자리수인가? 

19. 바다면으로부터 높이가 k 인 곳에서 기압 P ( mmHg ) 은 대략 다음과 같이 
계산할수 있다. 

h 

P = P 0 • 10— 되 

여기서 PO 은 바다면에서의 기 압 즉 PO=760mmHg 이 다. 

1) 높이 가 2 750 m 인 백 두산에서 의 기 압을 계 산하여 라. 

2) 얼마의 높이에서 기압이 으또으로 되겠는가? 

2 



1. 지수식에 지수식을 더하거나 덜 때 그리고 곱하거나 
나눌 때 지수식이 얻어진다고 말할수 있는가? 

2. 로그식에 로그식을 더하거나 덜 때 그리고 곱하거나 
나눌 때 로그식이 얻어진다고 말할수 있는가? 
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삼각비들사이의 관계 
더하기공식 


삼각식의 변형 














제 1 절. 삼각비들사이의 관계 


1. 삼각비 

시작변이 시계바늘이 도는 방향과 반대방향으로 돌아 생긴 각을 정각，같은 방 
향으로 돌아 생긴 각을 부각이 라고 부른다. 



B 


A 



A 


B 


그림 6-1 


정 각의 크기 는 정 수로，부각의 크기 는 부수로 표시한다. 


닳效送功: 


그림 6-2 에서 와 같이 자리표 
평면에 원 O ( r ) 가 그려져있다. 
점 M 이 1 사분구에 있을 때 

(0°< 0<90。) 삼각비 Z 

r r x 


의 이 


불러 보아라. 


v 



9 >90° 인 경우도 삼각비를 생각한다. 
자리표평 면 에 원 O(r) 가 있 다. 

원둘레의 점 M(x, 을 생각하자. 

반경 OM 이 x 축으로부터 120 ᄋ 돌았을 때 

Z 를 120° 의 시 누스타고 부르고 sinl 20° 
r 

로 표시한다. 



일 반적 으로 0 ᄋ < 0 <360° (-360° < 0 <0° ) 인 각 0 에 대 하여 삼각비 를 

다음과 같이 정 의한다. 
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. v x ; v 

sm 0 = 스 , cos 9 = —, tan 0 = 스 

r r x 

다음 즈 를 COt 0 로 표시 하고 《코탕겐스 시타》 라고 읽는다. 



r 〉0 이므로 각 0의 삼각비의 부호는 ； c ， 의 부호에 따른다. 




그림 6-5 


례 ) 


반경 r =2 인 원둘레 에서 
sin(-30° ) = -丄 


tan(-30° ) = - 


2 

1 


0=-30° 인 점은 M ( V 3 , -1) 이므로 

V3 

cos (-30° )- — 

2 

cot (-30° ) = -S 


360 ᄋ 針 0 와 0 의 삼각비 는 같은것 으로 본다. 


문 제 

1. 다음 삼각비의 값을 구하여 라. 

1) sin90 o 2) cos90° 

2. 다음 삼각비의 부호를 말하여 라. 

1) sinl25° 2) cos210 o 3) tan210 o 

3. 0° <a<30° 이면 sin a, cos a , tan a , cot a 의 크기 관계는 ( ) 이다. 
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1) sin a <cos a <tan a <cot a 
3) tan a <sin a <cos a <cot a 


2) sin a <tan a <cos a <cot a 
4) 우의 답이 모두 틀린다. 



레 1) sin (-15°)=- sinl 5° ， cos (_120 o )= cosl 20 


홧逆丄 


: OM 을 j 축에 관하여 대 칭 이 동하여 얻 은 선분이 义 축의 정 방 
향과 이 루는 각 180ᄋ-0에 대 한 삼각비 의 값을 말하여 라. 


v 



값들을 어떻게 구할수 있는가? 


sin (180° + 9 )=—sin 9 ， 
tan (180° + 9 )=tan 9 ， 


cos (180° +9 )= 一 cos 9 
cot (180° +6 )= cot 6 
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례 cosl 95° = cos (180° + 15° )=- cosl 5 


o 




제 


1. 다음 부각의 삼각비의 값을 정각의 삼각비의 값으로 고쳐 라. 

sin (-126° )， cos (-32° )， tan (-260° )， cot (-72° ) 

2. 다음 식의 값을 구하여 라. 

1) sin 2 (-30° ) 2) 2 sin (-60° )cos (-60° ) 

) 4) 1 - tan (-30° ) cot (~30° 

I 족각의 삼각비의 값으로 고쳐 라. 


3) 1+ sin 2 (- 90 o 
다음 삼각비들욜 


1) cos 97° 2) tanl 32° 3) cot (_126 

4. 다음 삼각비값들을 45°보다 작은 각의 삼각비의 값으로 고쳐 라. 


o 


1) cosl 95 


o 


2) sin (-205° ) 


3) tanl 99 


o 


4) cot 216 


o 



sin (90° 

- e )- 

=cos Q 

cos (90 ᄋ - 6 )=sin 6 


sin (90° 

+ e )- 

=cos Q 

cos (90 ᄋ + 6 )=—sin 6 


tan (90° 

- e ) 

=cot 9 

cot (90° - 9 )=tan 9 


tan (90° 

+ 0) 

=-cot 9 

cot (90° + 6 ) =-tan 6 

_ J 

■ 


aTT) Sin65° =sin(90 o -25° )=cos25 


o 


sin 95 o = sin (90 o +5 o )= cos 5 


o 


cos 72° = cos (90 o - 18° )= sinl 8 


o 


cosl 05° = cos (90 o +15° )= 一 sinl 5 


o 
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tan 81° = tan (90° - 9° )= cot 9° 
















tanll 6° = tan (90 o +26° )=- cot 26 0 


cot 55° = cot (90 o - 35° )= tan 35° 
cotl 27° = cot (90 o +37° )= - tan 37° 




sin (270° + 0 )= sin [180° +(90。 

=- sin (9 O o + 0) 


+ 0 )] 


=-cos 6 

270 ᄋ + 0 에 대 한 다른 삼각비 의 값들을 알아보아라. 



sin (270° 一 0)=_ cos 0 
sin (270° + 6 )=-cos 6 
tan (270° - 9 )=cot 0 
tan (270° + 9 ) =~cot 9 


cos (270° - 9 )=-sin 9 
cos (270° + 6 )=sin 6 
cot (270° 一 6 )=tan 9 
cot (270 0 + 9 ) =~tan 0 


U 


례 5 ) sin 255° = sin (270 o -15° )=_ cosl 5 O 
sin 280° = sin (270 o +10° )=- coslO 0 
cos 210° = cos (270 o -60° )=- sin 60 o 
cos 316° = cos (270° +46° )= sin 46 0 
tan 235° = tan (270 o - 35° )= cot 35° 
tan 297° = tan (270 o +27° )= - cot 27 O 
cot 250° = cot (270 ᄋ -20° )= tan 20 o 
cot 300° = cot (270 o +30° )=_ tan 30 o 


문 제 

1. 다음 삼각비의 값을 I 족각의 삼각비의 값으로 고쳐 라. 

1) sin (-150 o ) 2) cosl 29 0 3) tanl 09 o 4) cot (_136 

5) sin 292° 6) cos (- 255° ) 7) tan 302° 8) cot 267° 

2. 다음 식을 간단히 하여 라. 

1) sin 2 (90° - 幻 f)cos(180 o - 公 ) 

2) tan(270 o + 公 ) cot(360°-a) 

3) sin(l 80 o + 公 ) - cos(270°- 公 ) 

4) [3m cos(-60 0 )] 3 -4[mcot(-30 0 )] 3 +12sin(-30°) 
sin(l 80° - 公 ) cot(90°- 公 ) cos(360°- 公 ) 


5 ) 


tan(l 80 o + 公 ) tan(90 o + 公 ) sin(- 幻 ◊ 











3. 다음것 을 증명하여 라. 

1) cos 40 O + cosl 00 O + cosl 40 O + sinl 0° =0 

2) cotA + tan (90°+ A ) + tan ( l 80°+ A ) + cot (270°+ A ) =0 

많은 전화공식 들을 다음과 같이 기 억하면 쓰기 가 편 리하다. 

공식들의 기 억에서는 두가지 즉 오른변에서 각 0에 관한 삼각비의 부호와 
기 호를 정 하는 규칙 성 을 알면 쉽다. 


1) JC 축과 관련된 각의 삼각비의 전화공식 



2 ) 기축과 관련된 각의 삼각비의 전화공식 

- 0 ° < 0 <90° 일 때 — 

그 분구에서의 부호로 


노'、 ■ • •' 

玄다在玄 당在玄 단在玄 단6玄 단6玄 단安玄 단好玄 터在玄 단在玄다단交玄 단在玄 하 


— 

z 少、 O | v 

메기추 (90 ±0) 


■、广、 o , \ 

. .병 Sf 敢 


I - 1 I ■ ^ I - 1 ― — 

/ 사 - m 广、公 I ᄉ、 \ 

\ 2 V 0 十 Q ) 

，.:::：:■■상 



sinOcos 로 바꾼다 
tanOcot 


삼각비기호 (0) 




aTT ) p 2 사분구에서 

COS 의 부호 1 
cos (180° ~ d )= -cos 9 
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그대 로 




















































































례 7) 



dot 의 부호—^ 
cot (270° + 0 )= -tan 6 




바권다 


문 제 

다음 삼각비의 전화공식을 쓰고 부호와 기호를 설명하여 라. 

1) sin (180°— 9 ) 2) tan (180°+ 9 ) 3) cos (90°+ 9 ) 

4) sin (90°+ 9 ) 5) tan (270 o —0) 

3. 기본삼각늘같기식 


변丄 


[ 삼각비의 정의를 씨서 다음 같기식 을 증명하여 라. 


1) sin 2 分 + cos 2 分 =1 


2 ) 


tan 分 = 


sin 分 
cos 分 


1) sin 2 分 + cos 2 分=1 


3) cotd = - 

tan 分 


기본삼각늘같기식 

2) tan 和^^， cot ^^ 
cos 分 sin 分 

4) 1 + tan 2 9 =—\—， 1 + cot 2 9 =—\— 

cos 2 9 sin 2 e 


례 



sin 6^= - 0.6 을 알고 (9 에 대 한 다른 삼각비의 값을 구하여 라. 


(풀이) sin 分=-0. 6<0 이 므로 3 사분구나 4 사분구의 각이 다. 

cos 2 ^= l - sin 2 0 =1-(-0. 6) 2 =0. 64 

cos 分 =±0. 8 

<0<270° 이면 cos 分= 一 0.8 
〈分〈360ᄋ 이면 cos 分 =0.8 


즉 180 
270 


tan 分 


sin 分 -0.6 


土 


3 


±0.75 


즉 180 
270 


o 


cos 分 平 0.8 4 

<6 X 270° 이면 tan 分 = 0.75 
〈分〈360ᄋ 이면 tan 分 = 一 0.75 
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사 1 1 4 

cotd = - = —— = 土一 

tan 9 + 3^ 3 

_4 

즉 180° <0<270° 이면 cot 0=- 

3 

270° <0<360° 이면 cot 6=-~ 

3 


문 제 


1. 다음 삼각비의 값을 알고 다른 삼각비의 값을 구하여라. 

1) cos e=- 2) tan 分 = 一 1 3) cotd =- 

5 3 

4) cosa = | (270° < a < 360° ) 5) tan a =-2 (90° < a <1 80° 

2. 다음 같기 식 을 증명하여 라. 

1) sin 4 a- cos 4 a - sin 2 a-i- cos 2 a = 0 

2) \ + 1 니 

1 + sin 2 幻 r , 1 

sin 2 a 


3) 

4) 


sin 6 + cos 6 tan 分 +1 


sin 分一 cos 分 tan 分一 1 

tan a + tan B ᄋ 

- = tan a tan p 

cot a + coi P 


련습 문제 

1. 다음의 삼각비의 값을 구하여 라. 

1) 0=210° ，225° ，330° 일 때 sin 9 ， cos 9 ， tan 9 

2) 0 =—30 o ， -60° ， -225° 일 때 sin 9 , cos 6 , tan 6 , cot 6 

2. 다음 식을 계산하여 라. 

1) (2 sinl 35° ) 2 2) 3 cos 210° _5 

3) Sm . 12 ° o 4) 2 cot 225° -— l — 

tan 3 135° sin 90 

3. 다음 식을 간단히 하여 라. 

cos 3 a - sin 3 a . 

1) - h sm a cos a 

cos a -sin a 

2) sin a (1 +tan a ) + cos a (1 +cot a ) 

ᄋ、 cos 4 3 a - sin 4 3 a 2 

3) ——----+ tan a 

sin 3公一 cos 3 a 
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사 sin 2 a-sin 2 B o 2 " . 2 " 

4) --- r—+ cot a + cos (5 + sm (5 

sin asm j3 

4. 다음 식을 간단히 하여 라. 


1) 


sin 2 a 


tan cir V 5- sin 2 a (0 0 <«<90 c 


cos 2 a 


2 ) 


sin 2 a 


sm a + cos a 


sin a - cos a tan 2 a-l 


2 


3) 土 ^ - A i=^ ( 18(T 야 <27tf 
1-cos 公 Vl + COS 公 


5. 다음것을 구하여 라. 

1) tan6> = Vl5, 180 o < 分 <270° 일 때 cos(18(f_ 分) 


4) 


sin a + tan a 

- hcot a 

sin a j 


2) sin a 


12 

13 


90 ᄋ < 公 <180 ᄋ 일 때 sin (270° - a) 


6. 다음 삼각비의 값을 알고 다른 삼각비의 값을 구하여 라. 


1) sin 幻 f 


12 


180° < a < 270 c 


2) cos 幻 r 


15 

17 


90° <a<m c 


3) tan 分 : 一 2.4, 270° < 分 <360° 

7 . 다음 식의 값을 구하여 라. 

cos 公 = 0.6, 270° < a < 360° 때 


8. 다음 같기식 을 증명하여 라. 


4) cot 分 = -0.5, 90 ᄋ < 分 <18tf 


1 - 


1 - sin a 
1 + sin a J 


1 + sin a 
1 - sin a 


.. (1 - sin a - cos a)(l -sma + cos a) 0 
1 ) - =~Z 


sin 幻 f(l-sin 幻 ◊ 


2 핑 + 


+ 2 sin 2 J3 cos z [5 =1 


2 


4 


sin p 


tan p 


sin 2 a 


cos 2 a 


sm a cos a 


3) 1_ 

1 + cot a 1 + tan a 

4) sin 2 a cos 2 /3 - cos 2 a sin 2 [5 = sin 2 a - sin 2 (5 


9. sin a =1 일 때 cos a +cot a 


sma 


1 이 라는것 을 증명 하여 라. 


10. tan a+sin a = a y tan a-sin a =6 일 때 a 2 -6 2 =±4a/^ 이 라는것 을 증명 하여 라. 
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11. 다음 식을 간단히 하여라. 


12 


1 ) 


cos 3 52' 


+ sin 172° cot (-262°) 


•( cos 2 140° + cos 2 50' 


cos (-8 ) c 


2 ) 


sin (-240°) cot (-210°) 


cot 15' 


cos 300 c 


3) cos ( 5 tan ( l 80° - /?) tan (270 o -! 3 )—. 


1 


sin (90° - J 3 ) 


4) 


1 - cos (270° - 2 a ) + cos (2 幻 r - 360°) 
1 + sin (2 幻 r + 360°) - sin (270 o + 2 a ) 


cos 4 a sin 4 a 


cos 4 !3 + sin 4 !3 
cos 2 a sin 2 a 


4 


cos 2 (5 sin 2 (5 


1 일 때 


1 이 라는것 을 증명하여 라. 


제2절. 더하기공식 


1. 합과 차외 코시누스 




U ) 다음 같기식 이 옳은가? 

cos (30° + 60°) = cos 30° + cos 60° 

sin (30° + 60 ᄋ) = sin 30° + sin 60° 
tan (45° + 60°) = tan 45° + tan 60° 
2) 단위원둘레 에 서 ZXOA = 이 


ZXOB = y ? 로 되게 점 A , B 를 

잡자. 그러 면 두 점의 자리표는 
다음과 같다. 

A(cos 公, sin a ), B(cos /?, sin j 3 ) 
이 때 다음 같기 식 이 옳은가? 



AB 2 = ( cos 公 - cos J 3) 2 + (sin a - sin /?) 2 
AB 2 = [1 - cos (幻 r - + sin 2 (公 - P ) 
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정리 1. cos (6 if - P ) = cos a cos P + a sin /3 

cos (幻 r + P ) = cos a cos P~^ina sin [5 






















(증명 ) AB 2 = AF 2 + FB 2 = (sin a - sin J3) 2 + (cos a - cos P) 2 

= 2[1 - (cos a cos P + a sin j3)] 

AB 2 = AE 2 + EB 2 = sin 2 (6 卜/?) + [1 _ cos(^ - J3)f 
- 2[1 - cos (幻 r - J3)] 

따 라서 cos(a - j3) = cos a cos [3 + sina sin [5 
를 -y? 로 바꾸면 

cos(a + P) = cos 公 cos(-y 公) + siimsin(-") 

= cos a cos P a sin [5 


ai Q sina = ^(0 o <a<90°), sin" = -^"(180 o <，<270°) 일 때 
cos (幻 r - > 公) 를 계 산 하 여 라 . 

(풀이 ) cos a = Jl- 


2 


17 


15 

17 


, cos/? = _Jl - 


7 


2 


U5 J 


24 

25 


cos (幻 r - P)- cos a cos J3 sin a dn /3 


15 

17 


24^ 

25 y 


_ 8 _ 

17 


7 


25 J 


416 

425 


례 군 ) cos 75° = cos(30° + 45°) = cos30° cos45° - sin30° sin 45° 

a 느 ih 

2 2 2 2 4 

문 제 


1. 다음 각의 코시누스값을 구하여 라. 

1) 15° 2) 105° 3) -165。 4) 255° 5) -195° 

2. 다음 식을 계산하여 라. 

1) cos (公 - 30°) - cos (幻 r + 120°) 2) cos (幻 r -150°) + cos (幻 r - 300°) 

3. 다음 같기 식 을 증명하여 라. 

1 ) cos (幻 r + P) cos (幻 r - P)- cos 幻 r - sin /3 - cos jB -sin a 

2) cos(a j3 -\-/) = cos a cos /? cos / -sin a sin /? cos / -sin a cos /? sin y 

-cos 公 sin "sin 가 


4. 


l + sma + cosa + l + sm^-cosa^ 2 J_ 
1 + sin a - cos a 1 + sin a + cos a sin a 


임을 


증명 하여 라. 


5. tan 公 + 


cos 公 


5 일 때 siruz 의 값을 구하여 라. 



































2. 합과 차의 시누스 


정리 2. 

sin ( 幻 r - P)- sin a cos (3 - cos a sin (5 
sin ( 幻 r + P) = sin a cos [5 + cos a sin [5 


( 증명 ) sin (公 - ； 公 ) = cos(90° -a + J3) = cos(90° - a) cos /3 - sin(90° - a) sin /3 = 

= sin a cos /3 - cos a sin (5 
즉 sin (幻 r - j3) = sin a cos (5 - cos a sin !3 
여기서 P 를 로 바꾸면 

sin ( 幻 r + P) = sin a cos(-y 公 ) - cos a sin(-y 公 ) = sin a cos !3 + cos a sin (5 
례 : ) 1) sin 75°= sin (45°+ 30°) = sin 45° cos 30°+ cos 45° sin 30° 

= V2.V3 + V2.1 = V2 ^ + 

2 2 2 2 4 

2) sin 15° =sin (45° - 30°) =sin 45° cos 30° - cos 45° sin 30° 

V2 V3 V2 1 

—— - • - • — __ 

2 2 2 2 ~ 

= ^. ( V3-1) 

4 

정리 3. 임의의 실수 u ， 6에 대하여 같기식 

asin 公 + 公 cos 公 = V 公 2 + 公 2 sin( a + cp) 

가 성립하는 각《가 있다. 


(증명) 자리표평면에서 점 M 의 자리표를 M (이 6) 라고 하면 

OM 2 : 次 2 +6 2 즉 OM=^a 2 +b 2 
ZMOX = 。라고 하면 

a . 公 


cos (p = ■■■■■-■ . . . . ， 

나 a 2 +b 2 

1 다 리 • 乂 ] 

asina + ^cosa = 


sm^ 


、 la 2 +b 


2 


、 la 2 + b 2 ( 


a 


、l a 2 +b 


2 


sina + 


公 



、 la 2 +b 


2 


cos a) 


、l a 2 +b 2 (sin 幻 r cos 。 +sin^? cos a )=、l a 2 +b 2 sin( a+(p) 
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문 제 


1. 다음 각의 시누스를 계산하여 라 . 



3. 


1)105° 2)135° 

3 

sin a = — (0° < 幻 r < 90° ) ， sin B 
5 

1) sin (幻 M- P) 

sin a = — (90° <a <1 80°) ， cos 
5 

하여 라 . 


3) 255 


o 


4 


4 


(0 ᄋ <"<90°) 일 때 다음 


2) sin(a-J3) 


，-승 (180 o < ， <270 °) 일 때 


1) sin(a + P) 2) sin(a-yff) 

4. 다음 식을 계산하여 라 . 

1) sin(a -45° )+cos (公 +45 ᄋ )+sin(135° +幻 0+cos ( 幻 r —135 

2) sin a cos (a- P) +cos a sin (a- P) 

3) sin (a + P) cos [5 -cos + P) sin j3 

5. 다음 삼각식 을 하나의 삼각비 로 변형하여 라 . 


1) sin a -cos a 


2) V3 sin — 
2 


+ cos 


a 

~2 


6 . 


V2 cos a-2 sin(45 0 - a) 
2 sin(60 o + 幻 ◊ - V 급 cos a 


의 값을 구하여 라 . 


3. 합과 차의 탕겐스 


정리 4. 


tan ( 幻 r + P) 


tan ( 幻 r - J3) 


tan a + tan !3 
1 - tan a • tan /3 

tan a - tan [5 
1 + tan a • tan [5 


( 중명 ) tan(a 매 ) = 뜨비 

cos ( 幻 r + J3) 


_ sin a- cos /? + cos a • sin /? 
cos a • cos - sin a • sin [5 


) 195° 

식을 계산하여 라 . 

다음 식을 계산 


(cos a ^0, cos 신 뉴 0 일 때 ) 
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sin a • cos /? + cos a -sin j3 

cos a • cos (5 cos a • cos [5 tan a + tan [5 


1 - 


sin 幻 r • sin " 
cos 公 .cos P 


1 - tan a • tan /? 


13 


르 


13 로 바꾸면 tan(a - [3) 


tan a - tan (5 
1 + tana • tan (5 


례 1)1) tanl5 0 =tan(45 0 -30 o ) = 


tan45 -tan30 


V3 


_J - 

1 + tan45° - tan30° i + 스 / [ V3 +1 


2 - V3 


2) tan75 0 =tan(45 0 + 30° ) 


tan 45 + tan 30 


o 


1 + 


3 


V3 


1-tan45° - tan30° 


1- 


V3 


V3+1 

V3-1 


： 2+V3 


례 2^) tana =9(0° < a <90° ) ， tan^ =-0.5(90° < 신 <180 ° ) 일 때 다음 


식을 계산하여 라 . 
1) tan ( a — 13 ) 


(풀이 ) 1) tan(a - J3) 




2) tan ( a + 0 ) 

tan 幻 r - tan /? 9 - (-0.5) 


19 


2) tan (公 + p、) 


1 + tan a tan [5 1 + 9 .(-0.5) 7 

tan a + tan /? 9+ (-0.5) 17 


1-tana tan [5 1-9 .(-0.5) 11 


문 제 

1. sina = 0.8(0°<a<90°), cos^ =(180°< ^ < 270°) 일 때 다음 식 을 계 산 
하여 라 . 

1) tm(a + P) 2) tm(a - J3) 

2. 다음 각의 탕겐스값을 구하여라 . 

1) 150° 2) 105° 

3. 다음 같기 식 을 증명하여 라 . 

1) sin(45° - 幻 ◊ = cos(45° + a) 


154 


2) tan(45°+a) = cot(45°- 여 ) 































3) 


tan(45°-a) = 


1 - tan a 
1 + tan a 


4. 


tana + tan jB = 

6 


tan (公 + > 公 ) = 1 일 때 


tana, tan [5 를 구하여 라 . 


련습 문제 


13 11 

1. a, 신가 다 I 족각이고 sina = ——， sini3= —— 일 때 

14 14 

1) sin (a +0) 의 값은 얼마인가 ? 

2) a + j3 는 몇도각인가 ? 

2. tana = ^(180°<a<270°), cot^ = --^(270 o < " < 360°) 일 때 다음 식을 

V3 * 

계 산하여 라 . 

1) sin(a + P ) 2) cos ( 公公 ) 

3. 다음 같기 식 을 증명하여 라 . 


接 


3) tan (公 - P) 


4) cot ( 幻 r + ；公 ) 


1) 


sin (幻 r + P) _ tana + tan [5 
sin (幻 r - fJ) tan a - tan /? 


2) 久 = c _ cos/? 


tan a - tan /? 


3) sin 야 - f5 、 | sin(" - /) | sin(^-a) 
cos 公 cos/? cos/? cos/ cos/cos 公 

4. 다음 식을 계산하여 라 . 

sin(45° + 幻 ◊ - cos(45° + a) 


1) 


sin(45° + 公 ) + cos(45° + a) 


2 ) 


1 


sin a sin(a + 150°) sin(a + 210°) 


5. tan a, tan/? 가 방정 식 ' 2 +6' + 7 = 0 의 두 풀이 일 때 cos 2 0 +/?) 의 값 
구하여 라 . 

6. A+B=60 o ， tanA+tanB=3 이 다 . cosAcosB=( ) 이 다 . 


1) 


V3+1 


4 


2 ) 


V3-1 


4 


3) 




6 


4) 2V3 


4 


7. 270 o <a<360 o ， tan(270 o + a ) = - 이면 cos(a_135。) 의 값은 


) 이 다 . 


1) - 


V2 

10 


2 ) 


V2 

10 


3) - 


7V2 

~W 


4) 


7V2 
1급- 


다음 같기식을 증명하여라 . (8-11) 

8. 1) sin(a + ^sin(a-0)=sin 2 a-sin 2 j3=cos 2 j3-cos 2 a 

2) sin (a + i3 + r) =cos a cos 13 cos r (tan a +tan /3 +tan r 一 tan a tan /3 tan r) 
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9. 1) sin 2 (a~ [3) +sin 2 [3 +2sin (a~ [3) - sin [3 cos a =sin 2 a 

2) cos 2 ( a_ j3 ) + cos 2 /3 一 2cos (a~/3) • cos a cos /3 =sin 2 a 

1 + tan a tan (5 cos(a - J3) 

10 . - = - 

1 - tan a tan (5 cos ( 幻 r + /?) 


cos 2 a -3sin z a 


2 


11. 1) tan(30° +a)tan(30° ~a) 


3cos 2 a -sin z a 


2 


2) l~3tan 


2 


a 


4 sin(30° + a) sin(30° - a) 


cos 2 a 


12. tanA=l ， tanB=2 ， tanC=3 일 때 A+B+C 의 크기는 얼마인가 ? 

13. 2kina+cosa)+3 은 a 의 어떤 값에 대 해서 도 정 수라는것 을 증명 하여 라 . 

14. 다음 삼각식 을 하나의 삼각비 로 변형하여 라 . 

1) sin3 a+cos3 a 2) 4sin a+3cos a 


3) sin a+2cos a 


a . a 

4) cos —+sm — 

2 2 


제 3 절 . 삼각식의 변형 


. 배각과 반각의 공식 


的返及 


더 하기정 리 를 써서 다음 식 을 계산하여 라 . 


sin(a + a), 


cos ( 幻 r + a) ， 


tan ( 幻 r + a) 


례 



tan2a : 


2 tan 公 
1-tan 2 a 



배각의 공식 

sin2a=2sinacosa 

cos2a=cos 2 a —sin 2 a=l —2sin 2 a=2cos 2 a—1 




sina=0.6 일 때 (0 ᄋ〈幻 K90 o ) sin2a 를 구하여 라 . 


( 풀이 ) cosoc — Vl — sin 2 oc = ^/l — (0.6) 2 =0.8 

따라서 sin2a=2sinacosa=2 X 0. 6 X 0.8=0. 96 
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致效送及 


a 


. 다음것을 보고 cos —를 구해보아라 . 

2 


l+cosa=l+cos(2 X 


a 

~2 


2 0C , 2 0C 


= (sin —+cos 

2 2 

. 다음 같기식 이 옳은가 ? 


1) l—cosa=2sin 


2 0C 


2 


(cos 2 --sin 2 -)=2cos 2 - 
2 2 2 


2) 느 ^ =tan 2 으 


1 + cos 公 


2 


3) 


l_cos 公 sin a t a 
- = -= tan — 

sin 幻 r 1 + cos a 2 



t a , 1-cosa , 1-cos 公 sin 公 

tan—=±J - (= —:-= - 

2 V 1 + cos a sm 公 1 + cos a 


Cl Oi Cl 

접부호는 각각 sin-, cos-, tan — 의 부호에 따라 정해진다 

2 2 2 

는것을 표시한것이다 . 



3I3J) tan — =，일 때 sin a 를 구하여라 . 

- 乂 2 

QJ 

(풀이 ) sina=sin(2 • — ) = 

2 


2sin f 


cos 


^ . a a ^ 

2 sm 一 cos 一 2 tan 

a _ 2 2 __ 

2 2 公 • 2 ^ i ^ 

cos — + sm — 1 + tan 


a 




2 


It 


2 公 


\ + t 


2 


2 


2 


2 
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문 제 

1. sina=0. 8, (90 o < a <180° ) 일 때 sin2a, cos2a, tan2a 를 구하여 라 . 

2. 다음 식 을 증명하여 라 . 


1) sin2 a 


2 tan a 
1 + tan 2 ol 


1 一 tan 2 ol 
1 + tan 2 ol 


2) cos2 a 


3) sin3 a =3sin a — 4sin 3 a 


4) cos3 a =4cos a — 3cos a 


3. tan a = 足 를 알고 sin2a+cos2a 를 구하여 라 . 


4. 다음 식을 간단히 하여 라 . 


1 ) 


(sina + cos a) 


2 


1 + sin 2a 


2 ) 


tan(270° + 公 ) - cot(90° + a) 
cot(270° + 公 ) + tan(90 o + a) 


5. sin a 


94 cy cy cy 

石，(■ 야■”일 때 sin ? cos ? 미 


6. tan 으 다 를 알고 다음 식 을 증명하여 라 . 
2 


1) cos a = -- 

l + t 2 


2) tan a 


It 



2. 적을 합으로，합을 적으로 고치기 




[ 다음 식 이 옳은가 ? 


1) sin (a + [3) +sin ( a - /3 ) =2sin a cos [3 

2) sin(a + j3)—sin( /3)=2cos a sin j3 

3) cos(a + 0) + cos(a-j3)=2cosacoSi3 

4) cos( a+ j3) — cos( a — j3)= — 2sin a sin 


sin«cos^-[sin(a^) + sm(a^)] 
cosasin^I[sin(a^)-sin(a^)] 
cosacos^I[cos W)+ cos(a^)] 
sina sin 화 = — 丄 [cos(a+y 公 ) — cos(a_y 公 )] 
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례 _^) sin3 6 cos 6 = — (sin4 6 +sin2 6 ) =sin2 6 cos2 6 +sin 6 cos 6 
- 2 

2 2 

=2sin 6 cos 6 (cos 6 — sin 6 ) +sin 6 cos 6 
=3sin 0 cos 3 6 — sin 3 0 cos 6 




신에 관한 련립방정식 



을 풀어 라 . 

2. 우의 공식에서 a, 13 ， a + 0, 


를 x , 少 로 표시 하여 라 . 



. , . ^ . X + v x- V 

sinx+siny=2sm -— cos - — 


2 


2 


. . ^ x+ y . x- V 

sinx-smy=2cos -— sm - — 

2 2 

cosx+cosv=2cos 즈土 2 CO s -—— 

2 2 

cosx-cos) 厂 - 2sm -— sm - — 


2 


2 


- I 50 + 750 1 5° _ 75° 

례 5 〕 )cosl5 0 +cos75° =2cos - cos - =2cos45 0 cos30 


o 


2 


2 2 
V2 V3 V6 


2 


2 2 


례 6) 


다음 식 을 증명하여 라 . 


sin a +cos a = V2 cos (a— 45< 


( 풀이 ) sina+cosa=cos(90° 一 a)+cosa 


2cos 


45 


CL 一 CC 
2 


cos 


45 


2a 

~Y 


2cos45° cos(45° —a) 
V2 cos(a —45° ) 
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nr 


제 


1. 다음 식을 합으로 고쳐 라 . 

1) 2cos4 分 cos 分 2) 4sin3 分 sin6 分 3)—cos2 分 sin 分 

2. 다음 식을 적으로 고쳐라 . 


1) sin75° +sinl5° 

3) sin50 o -sin3 0 
. 다음 같기식 을 증명하여 라 . 

1) sina+cosa= V2 sin (a+45' 


2) cos48° +cosl2° 
4) coslOO —cos20 


o 


ᄋ、 sin a + sin J3 t a-\- 6 
2) - — =tan 


cos a + cos /? 


2 


3) 


a^r B 

. . n tan - — 

sm 幻 sm " _ 2 

sin a-sin J3 a-f3 

tan - 

2 


4) 1+sin a =2sin 


2 


45° +- 

=2cos 2 

2 



45 


1-sin a =2sin 2 3 

45° -- 

=2cos 2 

45° H 

a 

卜 一 


2 


V 

2 


련습 문제 


1. cosa = - (0° <a<90° ) 일 때 cos2a 의 값을 구하여라 . 

3 

2. cos a: : ^ 일 때 sin2a 를 구하여라 . 

a + b 

3. tan a =3 일 때 sin4a 를 구하여 라 . 

다음 같기식 을 증명하여 라 . (4-5) 


, 시 l-cosa + cos2a 

4. 1) cot a =- 

sin2a - sina 


a _ cos 公 

2) 1-cot 2 y = —7^ 

sm 

2 


5. 1) 


2 cot 公 
1 + cot 2 a 


= sin 2a 


3) 


cos 2 公 1. 2 ^ 

——--- - = — sm 2a 

cot a - tan a 4 


2 ) 


sina 


. a 

sm a - cos a tan 一 

2 


= 1 + cos 公 


4) 


sin 2 a - tan 2 a 6 
——---- = tan a 

cos a 一 cot a 


160 






























^ 1 、 1-cos 2 公 + sin 2 公 

6. 1) - = tana 

1 + cos 2 公 + sin 2 公 


2 sin 2 (45° - a) _ 1 

cos 2 公 cos 2 公 


2 ) 


3) 2cos a + cosa -l = 2cos — 公 cos 

2 


a 

~2 


4) 1 + cos 2a + cos 4a + cos 6a = 4 cos a cos 2a cos 3a 

7. 다음 식 을 증명하여 라 . 


sin a+sin 3 = 公 ， cos a+cos 3 =6 일 때 

cos( a + iS) 


b 2 - - 2 


a 


a 2 + 公 2 


8. sin 3 以 를 배 각의 삼각비 로 표시하여 라 . 


9. sin 0 와 cos 0 의 산수평균과 기하평균이 각각 sin a, sin 3 이면 

l_2sin 2 a =icos2 0 =cos 2 (45 0 + 6 ) 

2 

라는것 을 증명하여 라 . 


10 . 


sin 7° + cos 15° sin 8 


O 


cos 7°-sin 15° sin 8° 


의 값은 


) 이 다 . 


1) 2+V3 


2) 2-V3 


3) 


2 + V3 

一 Y~ 


4) 


2 


11. sin a+cos a = — 이 고 0° <a<180° 일 때 tan a = ( ) 이 다 . 


1) 


4 


2 ) 


4 


3) i 


4) - 


4 


12. 다음 식의 값을 구하여라 . 


1) tan a =0. 2 일 띠 


87 


3 + 4 cos 2a 


0] 가 


ᄇ入 


nr ex 7 

2) sin — +cos — = 一 일 때 sin a 의 값 

2 2 5 

13. A+B+C=180 ᄋ 일 때 다음 식 을 증명하여 라 


1) sin 


2 A . 2 

上- I •선 쇼 一 


2 


sm 


B 

~2 


sin 2 — =1- 2sin —sin —sin — 


2 


2 


2 


2 


2) sinA + sinB-sinC=4sinA sin | C osf 


tan 2a 


-V3 

~Y~ 


또는 




bzd 少、 
:土〒 S 


[] 

UZ 


제 


' ： : ᅳ 歲: 

域^ i 敎■敎 i i i 敎■敎 i 錄 i 緣 i 敎■敎 i 錄 i 數월敎 i 敎緣 i 敎■敎終 


IK 

I 錄 i 錄 i 敎■敎 i 緣# 


1. 다음 함수값들을 45 ᄋ 보다 작은 각의 삼각비의 값으로 고쳐라 . 


1) sinl90 


o 


2) cosll5 


o 


3) tan295 


o 


2. 다음 식을 간단히 하여 라 . 


1) 


tan 170° cot 180° cos 350° 
tan 190° tan 100° sin(-10) c 


2 ) 


cos ( 幻 r - 180 ᄋ ) cot(90° + a) sin(360° - a) 
sin(l 80° + a) cot(270° - a) 


3 - 빠 4f ， 애。어■。일 때 


sin 2 a 
1-sin 2 公 


1 


2 


sma 


-1 


cos 2 a 


의 값을 구하여 라 . 

4. 다음 같기식 을 증명하여 라 . 


a 


tarfa: — ， 0° <a<90 ᄋ 일 때 
公 


a 


公 


2 


2 


sm a cos a 


(a 3 +6 3 ) 


2 


5. 다음 식을 간단히 하여 라 . 


1) ^3a-cos-3a +tan2a 


4 


sin 2 3 公 一 cos 』 3a 


2 


2 ) 


sin 2 a 


sm a + cos a 


sin a - cos a tan 2 a-l 


6. 다음 같기 식 을 증명 하여 라 . 

1) cos(a + 이 =cosacoSj3 (l-tanatani3) 

2) cos (a + i3 + r) =cos a cos [3 cos r (1 一 tan a tan (3 -tan a tan r -tan [3 tan r 

7. 다음 식을 간단히 하여라 . 


1) sin 2 ( a +2 /3 ) +sin^ ( a ~2 [3 ) ~1 


2 


1 +cos2 幻卜 2 sin 2 a 


2 ) 


4 cos 


a 

~1 
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8. 다음 같기식 을 증명하여 라. 


1 ) sin( a+/z)-sin a 


2 ) cos( a+/z)-cos a 


3)、/l-cos 公 + 、/ 1 + cos 公 


h. 

. h 

표 十一) 

sm — 

2 

2 

h 


a + — 

)sm — 

2 

2 


(a 、| 

2 sin 

- + 45° 


、2 ) 

s 

(a 、| 

2 sin 

--45° 

V 

、 2 j 


(0°<^<180°) 


(180 o 브 公 <360°) 


2 2 

9. sina = m i ~ n i 일 때 tan 으를 구하여 라. 
m +n 1 


10. 3sin 2 a + a/ 꿍 sin 幻 rcos 幻 r + 4cos 2 a + 足 = sin(2 幻 r + 冬)이 성 립 하는 足 와 €의 
구하여 라. 


ᄇ入 


11. 다음 식의 값을 구하여 라. 
sin 24° + sin 6° 


1 ) 


cos 24° + cos 6 


O 


2 ) 


sin55° + sin35° 


cos 80° +cos 40 


O 


3) sinlOO+sin50 o -sin70 


o 


4) cos20°+cosl00°+cosl40 


o 


다음 같기식 을 증명하여 라. (12-14) 


12. 1) sin 4 a 


2 


cos 2公 + —cos 4公 


2) cos 3 a^>ma- sin 3 a cos a 


3) tan(30 o + a) tan(30° - a) 


1-cos 公 + cos 2 公 
4) - = cot a 

sin 2a - sin a 


sin 4a 
4 

2 cos 2 公- 1 
2 cos 2a + 1 


13. 1) _ a + sin 3a = 께노 

cos 公 + cos 3 公 


2) sin 2 a - sin 2 j3 = sin(a + jB) sin(^ - jB) 


3) a sin a -\-b sin a cos a + c cos a = — 

2 


{u + c) + 、j 낫 + {u - c)2 sin(2 幻 f _ cp 、 
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14. 1) sina -\- cosa + sin 2a + cos2 次 + sin 3a + cos3a 


4V2 cos (— + 30°) cos (— - 30°) cos(2 公 - 45°) 


2) sin 2a + sin 4a - sin 6a = 4 sin a sin 2a sin 3a 


、 . n . n 、 . cc -\- B . B y . cc -\- y 

6) sm a+ ^mp + sm 7 - sm( 6 )f + p + y) = 4sm - — sm- - — sm - — 


2 


2 


2 


15. a + j3 + T =180° 일 때 


sin 2(2 + sin 2 j3 + sin 2 / = 4 sin a sin [5 sin y 

이 라는것 을 증명하여 라 . 

16. a + i3 + r=360° 일 때 

n A a + S a + r B + y 1 

cos a + cos p + cos y = 4 cos - cos - cos - 1 


2 


2 


2 


이 라는것 을 증명 하여 라 . 

17. a + i3 + r=180 o 일 때 


cos 2 으 + cos 2 스 + cos 2 I = 2 + 2 sm 으 sm 프 sm 즈 


2 


2 


2 


2 2 


2 


이 라는것 을 증명 하여 라 . 



세계에서 처응으로 삼각계산기를 발명한 
우리 나라의 수학자 남병길 


우리 나라의 수학자，천문학자인 남병길 (1820 년 -1869 년)은 일찍 
부터 형 남병철의 도움을 받으면서 수학과 천문학을 깊이 연구하였 
다 . 그는 구면에서 삼각계산을 기계적인 방법으로 쉽게 할수 있는 
계산기인《 량도의》를 만들었다 . 복잡한 계산을 기계로 하려는 시 
도는 다른 나라에서도 있었지만 삼각계산기계를 처음으로 만든 사 
탐은 남병길이였다 . 
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제 7 장. 3 각형의 풀이 



시누스정리와 코 시누스정리 
3각형으| 풀이 
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제 1 절. 시누스정리와 코시누스정리 


시누스정리 



( 증명 ) a = 2RsinA 임을 증명하자 . 

1) A < 90° 인 경우(그림 7-2) 

점 B 와 중심 O 를 맺는 직선이 원둘레와 
사귀는 점을 시라고 하면 AA'BC 에서 
C= 90 °이 므로 

BC=A'BsinA' 

여기서 BC=a 9 A'B=2R ， A'=A 이므로 
a = 2Rsin A 

2) A > 90° 인 경우(그림 7-3) 

BC=A f BsinA f 




여기서 BC 애， A'B=2R ， A'=180°-A 이므로 
a = 2R sin(l 80° - A) = 2R sin A 

3) A = 90 ᄋ 인 경우 

BC = 2R, sinA = sin90 o = 1 이므로 
a = 2R = 2R sin A 

6 = 2RsinB, c = 2RsinC 도 같은 방법 
으로 증명할수 있 다 . 

시 누스정 리 를 쓰면 다음의 같기식 이 성 립한다 . 

, ATi . A + B A - B 
a + b = 4R sm - cos - 


2 


2 


a-b = 4Rcos ^ 土 ^ sin ^ 그 ^ 


2 


2 



이로부터 탕겐스정리라고 부르는 다음의 정리를 얻을수 있다 . 


그림 7-3 
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문 제 

1. AABC 에서 sin 2 A + sin 2 B = sin 2 이면 이 3 각형은 직 3 각형임을 증명하여라 . 

2. AABC 에서 6sinB = csinC 이 면 이 3 각형 은 어떤 3 각형 인가 ? 

3. AABC 에서 以〉6이 면 A〉B 라는것을 시누스정 리를 씨서 증명하여 라 . 

4. 중심각이 12 야 이고 반경 이 5cm 인 부채형 OAB 의 활등에 놓인 임의의 한 점 
P 에서 OA ， OB 에 그은 수직선의 밑점을 각각 M, N 이라고 하면 MN 의 길이 
는 일정하다는것을 밝혀 라 . 

5. AABC 에서 변 a 는 2cm, 세 각의 비 A:B:C 는 3:4:5 로 되여있다 . 변 b ，변 
c 의 길이는 각각 얼마인가 ? 

6 . AABC 의 변 BC, CA, AB 우에 각각 점 D, E, F 를 찍어 AAEF, ABDF, 
ACDE 의 외 접 원을 같게 하였을 때 

1) ADEF 의 세 변의 비 를 AABC 의 아낙각의 크기 를 리용해 서 표시하여 라 . 

2) 이 경 우 ADEF 는 AABC 와 닮았다는것 을 증명하여 라 . 


2. 코시누스정리 




AABC 의 정점 B 에서 변 AC 또는 그 연장선에 그은 높이를 BD 
라고 할 때 다음의 사실이 성 립하는가를 알아보아라 . 


1) A<90° 여 a 

2) A>90° 여 a 

3) A=90 o 여 a 


= BD 2 +(6-AD) 2 
BD 2 =d -AD 2 
= b 2 +c 2 +2 6 AD 
= b 2 + c 2 



a 2 =b 2 +c 2 -2 b AD 
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코시누스정리 
정리 2. ᅀ ABC 에서 

a 2 =b 2+ c 2 —2 公 c cosA 
b 2 = a 2+ c 2 _2 a c cosB 
c 2 =b 2 七 a 2 —2 b a cosC 


( 증명 ) a 2 =b 2 七 c 2 ~2b ccosA 임을 증명 하자 . 

1) A<90 ᄋ 인 경우 

a 2 =b 2 +c 2 -2 b AD 
여 기 서 AD = c cosA 이 므로 

a 2 =b 2 + c 2 ~2b ccosA 

2) A〉90 ᄋ 인 경우 

a 2 = b 2 + c 2 + 2b AD 
여기서 AD=ccos(180° - A)=_ccosA 이므로 
a 2 = 公 2 + c 2 - 2b c cosA 

3) A=90 ᄋ 인 경우 

a 2 =b 2 + c 2 ， cosA=0 이 므로 
a 2 =b 2 + c 2 _2 公 ccosA 

나머 지 두 같기식 도 같은 방법 으로 증명할수 있 다 . 

문 제 

1. AABC 에서 b=3^ ， c=6 ， A=30° 일 때 묘를 구하여라 . 

2. AABC 에 서 acosA=6cosB 이 면 이 3 각형 은 2 등변 3 각형 이 든가 직 3 각형임 을 
증명 하여 라 . 

3. AABC 에서 acosB= 公 cosA 이 면 이 3 각형 은 어 떤 3 각형 인가 ? 

련습 문제 

1. AABC 에서 2b=a+c 때 tan 스 tan 드의 값을 구하여 라 . 

2 2 

2. AABC 에서 같기 식 a(sinB-sinC)+6(sinC-sinA)+c(sinA-sinB)=0 이 성 립 한 
다는것 을 증명하여 라 . 

3. 직 3 각형 ABC 에 서 A 의 2 등분선 이 빗 변 BC 와 사귀 는 점 을 D, 변 AC 의 가운 
데점을 표라고 하자 . AB=c ， AC=6 일 때 sin(ZEDC ) 를 구하여 라 . 
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4. 그림 7-5 와 같이 지점 A 와 B 에서 직접 젤수 
없는지점 P 까지의 거리 PA, PB 를 구하여라 . 
L=306.4m, a=AQ° 12 r , / 分 =58 ᄋ 36 r 

5. AABC 에 서 다음 같기식 이 성 립 한다는것 을 
증명 하여 라 . 


1 ) 


cos A 



cosB 



b 


cosC 

c 


次 2 + + c 2 

2abc 


2) a (bcosC-ccosB) =b 2 ~c 2 



그림 7-5 


다 、 a 。 H i tanB 次 2 + 公 2 - c 2 , 

6 . AABC 에 서 같기 식 - = — ——-——^ 이 

tan C a — b + c 

성 립 한다는것 을 증명하여 라 . 

7. 그림 7-6 과 같이 직접 젤수 없는 두 
지 점사이의 거 리를 결정 하기 위하여 다음과 
같은값들을 재였다 . PQ 를 구하여 라 . 

L=245, a=114° 1 이 , 0=32° 48' , 
7-106° 5r , 5=37° 12 7 




닳逆 S 功: 


ᅀ ABC 에 서 


소 


公, 


b ， c, A, B, ◦가운데서 적어도 어떤 


소들이 있어야 3 각형이 정해지는가 ? 


3 각형 을 푼다는것 은 3 각형 을 결정하 
구하는것을 말한다 . 




소 


알고 나머지 요소들을 




A, B, a 가 주어진 경우 C, b, a 를 어떻게 구할수 있는가 ? 


시누스정리를 씨서 두 각과 한 변을 알고 다른 
변을 구하는 공식 


公 


asinB 


sin A 


c 


幻 f sinC 

sin A 


사 끌어 내 여 라 . 


A 



그림 7-7 
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1. 두 각과 한 변이 주어진 경우 (A, B, a) 

C=180O 一 (A+B) 

7 a sin B a sin C 

公 : 一 ； , c = — ； 

sin A sin A 


례 ᄀ AABC 에서 다음과 같은 요소들을 알고 나머지 요소들을 구하여라 . 


A=37 0 54' B=77 0 12 '， 次 =631 


( 풀이 ) 


asinB _ 631-sin77°12 f 
sin A sin37°54 f 


문 제 

AABC 에 서 다음과 같은 요소들을 알고 나머 지 요소들을 구하여 라 . 

1) B=63°16 '， C=41°25 '， 次 =186. 6 

2) A=38 0 27' ， C=39 0 32 '， 6=10.3 

3) A=132 0 15 '， B=38 o 10 '， c=678 


鐘 ® a, b, 신가 주어진 경우 A, B, c 를 어떻게 구할수 있겠는가 ? 


2. 두 변과 그사이의 각이 주어진 경우 U ， b ， C ) 



- lab cosC 



sin A = 


幻 f sinC 
c 


B=180° —(A+C) 
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문 제 

AABC 에 서 다음과 같은 요소들을 알고 나머 지 요소들을 구하여 라 . 

1) a =42. 6 ， 6=63.5 ， C = 72°46 f 

2) 公 =114. 3 ， c=84.8 ， B = 25°43' 

3) 6=6.21 ， c=10.93 ， A= 106 0 37' 


두 변과 한 맞은각사이 에 다음과 같은 조건이 성 립 할 때 3 각형 이 
결정되는가를 따져보아라 . 


이때 


1) a>b sinA, A<90 

2) a = b sinA, A<90 

3) a<b sinA, A<90 
각형이 결정되는 경우에 


O 


o 


o 


나머 지 


소 


어떻게 구할수 있겠는가 ? 



A 


3. 두변과 한 맞은각이 주어 진 경우 ( a , b. A ) 


1) a 〉 Z?sinA 인 경우 

AABA 에 대하여 

. ᄊ b sin A 

sm B t = - 

a 

C x = 180 0 - (A + BJ 

a sin C, 

c, = - 

sin A 

AAB 2 C 2 에 대 方 F 여 

. ᄊ 6 sin A 
smB 2 = - 

" a 

C 2 =180 o -(A + B 2 ) 

幻 ! sinC ? 

c 2 = - 

sin A 


Bi 



2) a = 6 sinA 인 경우 

B = 90 o 

C = 90 o -A 
c = 6 cosA 

3) a <6 sinA 인 경우 풀이가 없다. 
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제 


1. A>90O 일 때 a, b, A 사이에 어떤 조건이 성립하여야 3 각형이 정해지는가 ? 


그때 3 각형 을 풀어 라 . 


2. AABC 에서 

다음과 같은 요 

.소들을 

알고 나머지 J 

1 ) 

a - 

= 83.2, 

, 6 = 69.8, 

A = 

： 71°18 f 

2) 

a - 

= 398, 

c = 310, 

C = 

21 이 8' 

3) 

公 = 

= 85.2, 

c — 65.7 , 

B = 

68 °12' 

4) 

a - 

= 78, 

c = 29, 

A = 

32°ir 


소 


구하여 라 . 


變® 


， b ， c 가 주어진 경우 A, B, C 를 어떻게 구할수 있는가 ? 



문 제 

AABC 에서 다음과 같은 요소들을 알고 나머지 요소를 구하여라 . 


1) 

a - 

= 108.2, 

公 = 

= 51.8, 

c = 78.3 

2) 

a - 

= 50, 

公 = 

= 52, 

c = 34 

3) 

a - 

= 139.5 ， 

公 = 

= 60.3, 

c = 104.2 


[해:逆게 


AABC 의 정점 A 에서 맞은변에 내린 높이를 h a 라고 하고 

다음과 같은 경 우、를 각 B 와 변 c 로 표시하여 라 . 

1) B<90° 2) B = 90° 3) B > 90° 


2. AABC 의 면적 5 = 丄—ᆻ 로부터 5 = i — sinC 를 이 끌어 내여 라 . 

2 2 


■ 

X 

3 각형의 높이 

h a = c sin B = 6 sin C = 2R sin B sin C 

여기서 R:AABC 의 외접원의 반경 

_ - 
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3 각형의 면적 

1 1 1 
S = —a^sinC = —6c sin A = — acsinB 
2 2 2 

= 2R 2 sin A sin B sin C 


nr 


제 


1. AABC 의 면적 을 S 라고 하면 S = ^p(p-a)(p-b)(p-c) (헤 론의 공식)이 라 

는것을 증명하여 라 . 여 기서 2 戶 = + 6 + c 이 다 . 

2. AABC 의 면적 을 5 라고 하면 

a 2 sinBsinC ᅭ、 ᄊ abc 


B 


1) 公 


2 ) 5 


2 sin(B + C) 

이 라는것 을 증명 하여 라 . 

3. AABC 의 내 접 원의 반경 을 r 라고 하면 

公 


4R 


1 ) r 


P 


2) 厂 = 47?sin 스 sin 트 sin 드 

2 2 2 



이 라는것 을 증명 하여 라 . (그림 7 一 9) 


탕 + _ 


3 각형의 ™ S = -. CS1 nAM 리용하여 A, 


스정리 


a 


公 


c 


sin A sin B sin C 


도하여 라 . 


련습 문제 

1. AABC 에서 다음의 요소들을 알고 나머지 요소들을 구하여 라 . 


1) 

a= 23.46 , 

B=97°15' 

C= 

-65°3V 

2) 

幻「400.1, 

A=36 o 40' 

B= 

=79O50 

3) 

a=A9. 4, 

公 =26. 4, 

C=47 o 20 

4) 

a=%l ， 

公 =6 5 ， 

A: 

= 75O45 

5) 

a =13, 

b=18, 

c= 

15 
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3. AABC 의 외 접 원의 반경 은 10cm 이 고 
외접원둘레는 AABC 에 의해서 3:4:5 

의 비로 나누인다 . AABC 의 면적을 구하여라 . 

4. 4 각형 ABCD 의 변의 길이가 AB = 32, BC = 13, CD = 25, DA = 18 이고 대각선 

AC = 21 이다 . 이 4 각형의 면적을 구하여라 . 


5. 제형의 두 밑변이 각각 a, 스 이고 두 밑각이 각각 a, /3 알 때 면적 S 


이 라는것 을 밝혀 라 . 


S 


(b -a )sina sin [5 
2 sin(a + j3) 




1 . AABC 에서 

sin A = sin(B + C) 
sin B = sin(A + C) 
sin C = sin(A + B) 

이 라는것 을 밝혀 라 . 

2. 그림 7-11 과 같이 직접 젤수 없는 두 지점 
P ， Q 사이의 거 리를 결정 하기 위하여 다음과 
같은 값들을 재였다 . 거 리 PQ 를 구하여 라 . 

L=2. 743m, a=30 o 12' , J3= 4l°25 r , 

r = H6°04 f y 多 = 121°37' 

3. 그림 7 — 12 와 같이 두 지점 P, Q 사이의 거 리를 
결정 하기 위하여 다음과 같은 값들을 재 였 다 . 

거 리 PQ 를 구하여 라 . 

L=3.125m, 公 =34°52', /3 = 52°16' 

m=5. 282m, n=6. 742m 



그림 7-11 
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4. 두 대각선의 길이가 a ， 6 이고 이것들이 이루는 각이 分 인 4각형 이 있다. 。 


4각형의 면적을 구하여라. 

5. 볼록 4 각형 ABCD 의 매개 변을 늘여서 AE -- BA , BF =- CB , CG =- DC , 

2 2 2 

DH =1 aD 와 같이 되도록 E , F , G , H 를 정해서 4 각형 EFGH 를 얻었다. 

2 

이때 

4각형 ABCD 의 면적 _ 2 
4각형 EFGH 의 면적 

이 라는것 을 증명 하여 라. 

6 . AABC 에서 다음과 같은 요소들을 알고 나머지 요소들을 구하여 라. 

1) a =197, B =31°53' C =8° l 이 

2) b =136, c =99, A =61°56' 

3) a =176, 6=111.6， B =32°23' 

4) a =7. 6, 公 =12.1， c =6. 8 

7. 강건너편의 두 지점 C , D 사이의 거 리를 재 기 위하여 기준선 AB 를 정 하였다. 

AB =500 m ， ZCAB =70° ， ZDAB =50° ， ZDBA -77° ， ZCBA =61° 

라고 하면 C , D 사이의 거 리는 얼마인가? 

8 . AABC 의 세 변을 a ， b ， c , 내접원의 세 접 점을 맺 어서 얻은 3 각형의 세 변 

의 길이를 ^， Z / ， c ' 라고 하면 

a'b'c' r 2 
abc 2R 2 

이 라는것 을 증명 하여 라. 

9. AABC 에 서 다음 같기식 이 성 립 한다는것 을 증명하여 라. 


1 ) 


cosA+cosB 


쁘土산 sm 2 


C 

~2 


2) 2(Z?ccosA + ca cosB + aZ?cosC) = a 2 + 公 2 + c 2 


10. 다음 조건에 맞는 3각형 은 어떤 3각형인가? 


1) sin 2 A = sin(B + C)sin(B - C) 


2 ) tan 




2 


c 
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제 8 장. 年 렬그 > 



수렬의 의미 
갈은차수렬 
갈은비수렬 
여러가지 수렬 
수학적귀납법 
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제 1 절. 수릴의 의미 

자연수를 1부터 100까지 크기 순서 로 늘여 놓으면 

1，2，3，…，100 

또한 2의 배 수를 크기 순서 로 늘여 놓으면 

2，4，6，…， 2 n , … 


일정 한 규칙에 따라 늘여놓은 수들의 렬을 수렬이라고 부른 다. 


수렬을 이루는 매개 수를 그 수렬의 마디라고 부른다. 그리고 처음부터 
차례로 첫째 마디，둘째 마디，셋째 마디，… 라고 부론다. 

마디 가 몇개 인가를 정할수 있는 수렬 을 유한수렬， 마디 가 끝없 이 많은 수렬 을 
무한수렬 이 라고 부론다. 

앞에 서 든 수렬에 서 첫째것 은 유한수렬이 고 둘째것 은 무한수렬이 다. 

첫째 마디 가 a u 둘째 마디 가 a 2 , …， w 째 마디 가 a n ， … 인 수렬 을 

公 1, 公2， •••， 公 n ， ••• 

또는 간단히 (이0과 같이 표시한다. 

수렬 1，3，5，7，9，… 에서 

n = 1 이면 a \ = 2 • 1 - 1 =1 

n = 2 이 면 a 2 = 2 • 2 ~ 1 =3 

n = 3 이 면 a 3 = 2 - 3 _1 = 5 


일 반적 으로 a n = 2 n ~ 1 

수렬의 m 째 마디 心을 그 수렬의 일반마디라고 부론다. 

일 반마디 가 알려지 면 수렬 은 정해 진다. 

_ 1^) 일 반마디 가 a n =— 一 인 수렬 을 써 라. 

- 穴+ 1 

(풀이) 〜=一느에 차례로 n = 1, 2, 3, … 을 갈아넣으면 

n + \ 

1 1 2 2 3 3 

ai =~ ― - = - , a 2 =~ ~~ - = a 3 = -― - = 

1+1 2 2+1 3 3+1 4 

따라서 수렬은 
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례 


일반마디를 식으로 표시할수 없는 경우도 있다. 
들어 수렬 


를 보자. 


1.4，1.41，1.414，1.4142，… 


、反 =1.414213 … 


이 라는것 을 고려하면 첫째 마디 는 소수점아래 첫째 자리 까지 잡은 a / 조 의 근사값이 
고 둘째 마디는 소수점 아래 둘째 자리까지 잡은 근사값이 다. 이 렇게 톱아올라가면 
자째 마디 는 소수점아래 ^째 자리 까지 잡은 근사값이다. 

이것은 식으로 표시할수 없다. 

문 제 

1. 다음 수렬은 어떤 규칙에 따라 만들어졌는가? 


2 . 


” ^ I ，? 승， … 2) 2 , 8 , 14 , 2 °，… 

다음 수렬은 어떤 규칙에 따라 만들어 졌는가? 일반마디를 구하여라. 



2 ) 


1 4 9 16 

2 9 ? To 9 17’ 


4) 1， 0, 1， 0, 1， … 


3. 일반마디가 다음과 같은 수렬을 써 라. 


1) a n = 2 n + 3 
3) a n = n 2 ~1 


2 ) 

4) 



수렬의 매 마디의 값을 하나하나 다 주지 않고 처음 몇개 
마디만 지적해주고 앞선 마디들로부터 a n 을 구하는 관계식만 
주어도 수렬 … 이 정해진다. 이때 a n 을 구하는 관계식을 
점화식(또는 귀 납관계) 이 라고 부른다. 
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례 2) 다음 점화식은 어떤 수렬을 정하는가? 

1) a x =1, (2 2 =1, a n = a nA + a n . 2 ( n=3, 4, …) 

2) 幻 ! i=l, a n =2a n .\ +1 ( n=2, 3，…) 

(풀이) 1) a 3 = a 2 + ci \ =1+1=2 

CL 4 = CL 3 + 公 2 =2 + 1 = 3 

U 5 = U 4 ~^~(2 3 =3 + 2 = 5 

• • • • • • • • • ••• 

즉 다음과 같은 수렬 이 다. 

1 ， 1 ， 2 ， 3 ， 5 ， 8 ， 13 ， … 

2) a2 =< 2a \ +1 =2 • 1+1=3=2 2 -1 
a^ =( Zci2 +1=2 • 3+1 =7= 2 3 - 1 
a 4 =2 幻 !3+1=2 • 7+1 =15=2 4 - 1 


a n =2a n _\ +l = --=2 n - 1 


즉 이 점화식은 수렬 (2 ᄍ- 1) 을 정한다. 

점 화식 으로 주어 진 수렬에서 는 값이 알려진 처 음 몇개 마디 에 기 초하여 같은 
계 산을 반복하게 되 므로 를퓨터 를 리용하여 문제 를 풀 때 아주 편리하다. 

문 제 

1. 다음 점화식은 어떤 수렬을 정하는가? 


1) 

a \ = 1 , 

a n 一 a 사 - 1 + 

n (n = 

2 ， 3, 

• • • 

2) 

a i : 

=2, 

公 n 公 n .] 

i +3 (n 

= 2 ， 

3，‘ 

3) 

a i : 

= 幻 !, 

n 

a n = - 

(n 

= 2 ， 

3, 


2. 어떤 종류의 세균이 매 분당 4배로 불어 나고 그가운데서 25%는 죽는다고 한다. 


처음에 10 개의 세균이 있었다면 5분후에 몇개로 되겠는가? 
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제 2 절. 갈은차수렬 


1. 갈은차수렬과 그 일반마디 




다음 수렬에서 이웃한 두마디의 차들을 구하여라. 무엇을 알수 
있는가? 

1) (5 사- 3) 2) (60 -9시 


수렬 U ,) 에서 이웃한 두 마디의 자가 늘 같을 때 즉 

a n+ \~ a n = d {n = 1， 2, …) 

일 때 이 수렬을 같은차수렬，수 d 를 공통차라고 부른다. 

( a n ) : 같 은자 수렬 O a n +r a n = d ( n=l , 2, …) 


례 1= ) 다음 수렬 이 같은차수렬 임 을 밝히 고 공통차를 구하여 라. 

1) 3, 7, 11, 15, … 2) (3 - 2 n ) 

(풀이) 1) 7-3=11-7=15-11= … =4 

따라서 공통차가 4인 같은차수렬이 다. 

2) 3-2 ( 穴 +1) - (3 -2 n ) = (3~2 n )-(3~2 n )~2= -2 
따라서 공통차가 _ 2인 같은차수렬이 다. 

첫째 마디 a i=a 와 공동차 J 가 주어 지 면 같은차수렬 이 정 해 진다. 

d = a n+1 一 ( n = 1， 2, …) 

으로부터 점화식 

幻! 1 = 公, a n +\ = a n + d (n = 1, 2, …) 

를 얻는다. 이 때 


a \ = a 

ci2 = a 七 d 

a^ = ci 2 + d = a + 2d 

a 4 = a^ + d = a +3d 

• • • • • • • • • • • • 

이므로 그 일반마디는 다음 공식으로 표시된다. 
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례 2) 첫째 마디가 10，공통차가 _2인 같은차수렬의 21번째 마디를 구하여라. 

(풀이) a \ = 10， d = ~2, " = 21 이므로 

a 21 = 10 + (21-1)(-2)= -30 


례 3:〉 a 2 = a 5 = - 인 같은차수렬의 첫째 마디와 공통차， 일반마디를 

-2 3 

구하여 라. 

(풀이) 이 = 이 공통차를 J 라고 하면 
a 2 = a + d , 公 5 = 公 + 4넜이므로 

1 

幻 M - 幻 f — 一 

4 /i 

a + Ad — 一 


이것은 a 와 J 에 관한 련립방정 식 이 다. 
이것을 풀면 

5 겨 1 

cl ~ —， d - - 

9 18 


a n = 



+ 


9 


(n 一 


1)( -눈: 


\\-n 

18 


문 제 

1. 다음과 같은 같은차수렬의 11번째 마디를 구하여라. 

1) a 1 = 3, d = 5 2) a \ = 8, d = ~2 3) a i = 一 10， d = 3 

2. 다음과 같은 같은차수렬의 첫째 마디와 공통차를 구하여라. 

1) 幻!7=1，幻!15 = -11 2) 幻!3=1， aQ =10 

3. 넷째 마디가 12이고 둘째 마디와 여섯째마디의 비가 1 : 3인 같은차수렬의 첫째 
마디와 공통차를 구하여 라. 

4. 첫째 마디가 81이고 공통차가 -3 인 같은차수렬의 몇째 마디가 -51 로 되는가? 

5. 같은차수렬의 일반마디는 h 에 관한 1차식으로 표시되고 거꾸로 일반마디가 자에 


관한 1차식 으로 표시 되 는 수렬 은 같은차수렬이 라는것 을 밝혀 라. 
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2. 갈은차수렬의 합 

같은차수렬 


4，7，10，13，16，… 
의 처음 5개 마디의 합 S 5 를 계산하자. 


이것을 달리 쓰면 
변끼 리 더하면 


따_ 리•乂] 


S 5 = 4 + 7 + 10 + 13 + 16 


S 5 = 16 + 13 + 10 + 7 + 4 



S 5 == 


1 • 20 • 5 = 50 

2 


空 


일반적으로 첫째 마디 아과 ^째 마디 (心이 주어졌을 때 처음 ^개 
마디의 합、을 구하는 공식을 만들어 보아라. 



첫째 마디 ai = ^와 공동차 J 가 주어진 경우에는 a n =a + (n _1) J 이므로 다음 
공식으로 합을 계산한다. 



례 그) 1부터 m 까지의 자연수들의 합을 구하여 라. 

(풀이) a i = l , a n =n 이므로 

S„=l + 2 + •*• + n =— (n + 1) 

2 

aTT ) ^3-12, a 6 =27 인 갈은차수렬 에서 처음 몇 개 마디의 합이 297로 
되 겠 는가? 
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(풀이) 먼저 첫째 마디 a 1 = ^와 공통차 d 를 구하자. 
a ^ = ci +2 aa +5 d 이므로 

























< 


a + 2d = 12 
a + 5d = 21 


이것을 물면 a = 2, d = 5 
구하려는 마디의 개수를 n 이 라고 하면 

S n = - [2 • 2+(『1) -5] =297 
2 

정 돈하면 5자 2 -자-594 = 0 
이것을 풀면 자 i = ll ， n 2 =~10. 8 

따라서 구하려는 답은 자=11 이 다. 

레 3: ) 1 + 3 + 5 + … + (2 자- 1) = 자 2 이 성 립 한다는것 을 증명 하여 라. 

(풀이) 이 식의 왼변은 홀수렬 (2사-1)의 처음 ^/개 마디의 합이다. 즉 첫째 마디 
이=1，공통차 3=2인 같은차수렬이 므로 

S n = — [2 • 1 + ( n ~ l ) • 2] = — • 2 n = n 2 
2 2 

따라서 1 +3 + 5 + … + (2 n - 1) = n 2 


문 제 

1. 정의 옹근수 m , ^사이에 있으면서 5를 분모로 하는 모든 다 약분된 분수들의 
종 합을 구하여 라. 

2. 다음 수렬에 서 처 음 10개 마디 의 합을 구하여 라. 

1) 3， 1， -1， … 2) -5， 3， 11， … 

3. 以 4 =9，아=-6인 같은차수렬 에서 처 음 몇개의 합이 -60 보다 작아지 겠는가? 

4. 처음 ^개 마디의 합이 S „ 자 m 2 +6자으로 표시되는 수렬은 같은차수렬이라는것을 
밝혀 라 . 

련습 문제 

1. 수렬 (化)이 같은차수렬이면 a n = ᄂ 1 + 心 +1 U = 2, 3, …) 이 성립하고 이것의 
거 물도 성 립 한다는것 을 증명하여 라. 

2. 같은차수렬을 이루는 세 수의 합이 45이고 가장 작은 수는 11이다. 이 수들을 
구하여 라. 
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3. 직 3 각형의 세 변이 같은차수렬을 이룰 때 세 변의 비가 3:4:5라는것을 밝혀라. 

4. 구간 [13， 81] 에 속하는 모든 홀수들의 합과 짝수들의 합은 각각 얼마인가? 

5. a ,= 2, a 10 = _7인 같은차수렬 에 서 몇째 마디 가 처 음으로 부수로 되 는가? 처 
몇개 마디 의 합이 가장 크겠는가? 


6. 以, 6, c 가 같은차수렬 을 이 루면 以 2 +8뇨 = (2스 + (：) 2 이 성 립 한다는것 을 증명 하여 라. 

7. a u 心, …,…이 같은차수렬을 이루면 


1 1 

- 1 - 

2 CL 







이 성 립 한다는것 을 증명 하여 라. 


8. 모든 같은차수렬 이, 




대 하여 




이 성 립 한다는것 을 증명 하여 라. 

9. 홀수들로 (1), (3, 5), (7, 9, 11), … 과 같이 묶음을 만들면 사째 묶음은 n 
개의 마디로 이루어진다. 이때 ^째 묶음의 마디들의 합을 구하여 라. 

10. 짝수렬을 (2，4)，(6，8，10)，(12，14，16，18)，… 과 같이 묶음을 만들 
었다. m 째 묶음안에 있는 수들의 합을 구하여 라. 

11. 63 km 떨어진 두 지점에서 두 조가 동시에 마주 향하여 떠났다. 첫 조는 시간 
당 200 m 씩 속도를 높이고 둘째 조는 시간당 400 m 씩 속도를 낮추었는데 두 
조가 만났을 때 속도는 각각 5 km / h 였다. 두 조의 처음 속도를 구하여 라. 

12. 시 간수만큼 종을 치는 벽시계는 하루에 종을 모두 몇번 치 는가? 

13. 통나무를 다음 그림 8-1 과 같이 쌓았다. 모두 몇대 인가? 

14. 한곳에 30대의 세멘트전주가 쌓여있다. 

이곳에서 1 000 m 되는 곳에 한대의 전 
주를 세우고 그다음부터는 50 m 사이를 1() 

두고 전주를 세우려고 한다. 

한번에 전주를 3대씩 싣는 자동차로 30 
대의 전주를 다 실어나르고 처음 자리 
로 돌아오려면 자동차는 모두 몇 km 를 
달려야 하는가? 
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16. 같은차수렬의 w 째 마디 는 — , m 째 마디 는 丄 이 다. ( m 유자) 이 수렬의 처 음 

m n 

mn 7 ^ 마디의 합을 구하여 라. 

17. 세 자리 수들가운데 서 2와 3으로 완제되 는 수들의 합과 2 또는 3으로 완제되 는 
수들의 합을 구하여 라. 


제3절. 갈은비수렬 


1. 같은비수릴과 그 일반마디 




다음 수렬 에 서 이 웃한 

무엇을 알수 있는가? 
1) 1, 3, 9, 27, … 



마디의 비를 구하여 라. 

2) 2, -6，18，-54，… 


수렬 (仏)의 이웃한 두 마디의 비가 늘 같을 때 즉 


土느=公 ( n = l , 2，3, …) 

a n 

일 때 이 수렬을 같은비수릴，수 qm 공롱비라고 부른다. 

(시:같은비수렬 分 h=q ( n = l 9 2，3, …) 

a n 


례 1) 다음 수렬 이 같은비수렬임 을 밝히 고 그 공통비 를 구하여 라. 
1) 3, 6, 12, 24, … 2) (3 • 2 n ) 


(풀이) 1) - = 2 , — = 2 , — = 2 , … 이 므로 1) 은『2 인 같은비 수렬 이 다. 

3 6 12 

a 3-2 w+1 

2) 」쓰 =- = 2 U =1, 2,… )이므로 2) 는『2인 같은비수렬이다. 

^ 3.r 

첫째 마디 이 = a (유 0) 와 공통비 ▽(유 0) 가 주어지면 


■ 쁘 MfI ， 2，… ) 

a n 


로부터 점화식 a \ = a , a n+ i = qa n ( n = l ， 2，… ) 을 얻는다. 
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이때 


幻!2=公公, 幻!3 = 公2公 = 公公 2 ， 幻!4=公3 公=公公 3 ， .*• 

이므로 같은비수렬 (미0의 일반마디는 다음 공식으로 표시된다. 


서 

_ 穴- 1 

a n — a q 




례 2〕 》첫째 마디가 -5， 공통비가 3인 같은비수렬의 여섯째 마디를 구하여라. 
(풀이) a\=~b, q=3, "=6 이므로 

a 6 = 3 6-1 • (-5) = -1215 


ai ~^ ci 5 =-48, 야=384 인 같은비수렬의 첫째 마디와 공통비를 구하여 라. 


(풀이) 첫째 마디를 a ， 공통비 를 g 라고 하면 
a 5 = a q 4 , a^ = a q 1 °] 므로 

a q 4 =~ 48, a q 7 = 384 


변끼리 나누면 q = -8 
이 로부터 q= ~2 


1다 리•乂] 


a = 


-48 



문 제 

1. 공통비《는 0이 아니다. 왜 그런가? 

2. 다음 같은비수렬 의 공통비 와 일 곱째 마디 를 구하여 라. 

1 3 

1) 12, 6, 3, … 2) 2\ 2, 1\ … 3) (_2” 

3. 넷째 마디가 32, 여섯째 마디가 8인 같은비수렬의 다섯째 및 일곱째 마디를 
구하여 라. 

4. 4개의 치차의 직경들이 같은비수렬을 이룬다. 가장 작은 치차의 직경이 6 cm , 
가장 큰 치차의 직경이 48 cm 일 때 나머지 두 치차의 직경을 구하여라. 
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2. 갈은비수렬의 합 


같은비수렬 (2 • 3" _1 )의 처음 5개 마디의 합 S 5 를 구하자. 

S 5 =2 + 2.3 + 2. 3 2 + 2. 3 3 + 2. 3 4 
3 - S 5 =2 .3 + 2.3 2 +2.3 3 +2.3 4 +2.3 


5 


변끼리 덜면 


(1-3) S 5 =2- 2 - 3 


5 


이 로부터 


s 5 ： 


2 ( 1 - 3 5 ) 


1- 


변理功: 


첫째 마디가 a x = a , 공통비가 ^인 같은비수렬의 처음 ^개 마디의 합 

S „ 을 구하는 공식 을 만들어보아라. 

a , qa , q 2 a , "• ， q nA a 

일 때 S „=? 
q 半乂 일 때 S „=? 


V 


q=m 때 

S n = n a 


q 半 \ 일 때 

i n 

^ = 1 -公 n 

。穴 - a 



1 - 公 



례 D 같은비수렬 1，2，4，8，… 의 처음 8개 마디의 합을 구하여라. 
(풀이) a \= 1 , q = 2 , 자=8이므로 


S 8 


1 - 2 8 

1-2 


255 


aTT ^) 이 = 丄, a 3 =-, g 〉0 인 같은비수렬의 처음 6개 마디의 합을 구하여라. 

2 8 

(풀이) a 3 = 이이 므로 

2 8 v2y v2y 
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따- 리 •乂] 


그러므로 



제 


公 = 


2 


S6 = 



63 

64 


1. 다음 같은비수렬의 처음 8개 마디의 합을 구하여 라. 

1 ) = 3 , q = 2 2 ) = 8 , q = ~ — 

2 

3 ) ai = - 8 ， q = ~1 4 ) a\ = 5 ，幻 ! 3 = 20 

2 . 첫째 마디 가 1 이 고 공통비 가 3 인 같은비 수렬 에 서 처 음 몇개 마디 의 합이 364 

로 되겠는가? 

3. 첫째 마디가 11 이고 공통비가 2 인 같은비수렬에서 처음 몇개 마디의 합을 잡으 
면 그것 이 1 000보다 크게 되겠는가? 

4. 처음 m 개 마디의 합이 S,= 1 로 표시되는 수렬은 같은비수렬 이 라는것을 밝혀 라. 

5. 옹근수 N 을 씨 인수분해할 때 W 로 되 였 다면 N 의 정 의 약수들을 더한 합은 
얼마인가? 

6. 어떤 갈은비수렬의 첫 "개 마디의 합을、이라고 할 때 S „ 2 + S 2 „ 2 = S „( S %+ S 3 J 
임 을 증명 하여 라. 


련습 문제 

1. 다음 수렬가운데서 같은비수렬을 갈라내고 공통비를 구하여 라. 

1) 2，6，10，14，… 2) 100，10，1，0.1，… 

3) 10，10，10，10，… 4) 10，20，30，40，… 

2. 다음 수들을 구하여 라. 

1) 같은비수렬 을 이 루는 세 수의 적 이 64이 고 가장 작은 수는 2이 다. 
公) 같은비수렬을 이루는 세 수의 합이 19이고 그 적이 216이다. 

3. 수렬 (公„)이 같은비 수렬 이 면 (公"〉 0) 



이 성 립 하고 이것의 거물도 성 립 한다는것을 증명하여 라. 

4. 4와 324사이 에 3개 의 수를 넣 어 5개 의 수가 같은비수렬 을 이 루도록 하여 라. 
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5. 한 공장에서 2005년-2011년에 생산이 해마다 평균 14. 6%씩 늘어났다. 
2011년의 생산은 2003년에 비하여 몇배로 늘어났는가? 

6. 어떤 낟알 한알을 심어 110알을 얻고 다음해에는 그것을 모두 심어 매 낟알 
에 서 또 각각 110알씩 얻 는다고 하면 5년동안에 심 은 낟알은 몇알이 나 되 겠 
는가? 

7. a ， b , c 가 갈은차수렬 을 이 루고 x , ᄉ 고가 같은비수렬 을 이 룰 때 = 낫이 
성 립 한다는것 을 증명하여 라. 

8. 1+3+3 2 +… +3”〉10000 이 성립하게 되는 가장 작은 자연수 m 을 구하여라. 


제4절. 여러가지 수렬 


1. 몇가지 간단한 수릴의 합 

같은차수렬도 아니고 같은비수렬도 아닌 비교적 간단한 몇가지 수렬의 합을 
구하자. 


례 그》 수렬 어 2 )의 처 음 자개 마디 의 합 

I 2 + 2 2 + 3 2 + … + n 


(풀이) 


을 구하여 라. 

늘같기 식 

(先+ I ) 3 — 足 3 = 3 足 2 + 3 足 + 1 

에서 

소=1이 면 2 3 - I 3 =3 • I 2 +3 • 1 + 1 


소=2이 면 3 3 -2 3 =3 • 2 2 +3 • 2 + 1 


k = n °] (n +1) 3 ~n 3 =3 • n 2 + 3 • n + l 
이 ^개 의 같기 식 을 변끼 리 더 하면 

(穴 +1) 3 — I 3 =3 ( I 2 +2 2 + … + n 2 ) +3 (1+2 + … + n ) + n 

(^2+1) 3 — {n + \) =3 (l 2 +2 2 + … + n 2 ) +3 • 穴여 + 丄 ) 

2 

이 로부터 

12 + 2 2 + ... + n 2 J ^ + l ) 3 n + \ n(n + 1) 

3 3 2 

1 

= — n{n + 1)(2 穴 + 1) 
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_ 

l 2 + 2 2 + 3 2 + … + n = — n(n + l)(2n-\-l) 

6 

■ 


례 2 수렬 (n a n ^ 、a =h 1) 의 처음 자개 마디의 합 1 + 2 a + 3 a 2 + ••- + na 
구하여 라. 

(풀이) 이 합을 S , 으로 표시하면 

S„ = 1 + 2a + 3a 2 + … + n a n 1 
—) aS n = a + 2 幻 ! 2 + ••- + {n — 1) a 1 ' 1 + n a n 


(1~ a)S n = 1 




n 

- n a 


i 다 리 • 乂 ] 


이 로부터 


1 n n 

0 l-a na 

는) 穴 一一 ^ 

(1 - a) 2 l-a 

1 + 2 a + 3 a 2 + … + n a n 1 = 


\-{n + \)a n ~^na n+l 

(1- 公) 2 


문 제 

다음 합을 구하여 라. 

1) 10 2 + II 2 + … + 20 2 

2) 1 + 3 公 + 5b 2 + ••• + (2 n ~ l)b nA 

3) 1 + 4 幻 ! + 9 幻 ! 2 + … + n 2 a nA 


4) 1 + 上卜 7 
7 7 


2 


3사-2 

n 穴 -1 


5) I 3 + 2 3 十… + 자 3 (참고. (J& I) 4 - 使 = AIc + 6Jc + AI& 1) 


6 ) 


7) 


L 2 + 2^3 


+ ••.+ 


1 


n(n + 1) 


(참고. 


1 사 U+9.13 


x(x + 1) X X + 1 


1 


) 


{An - 3)(4n +1) 


2. 합기호 Z 


수렬 의 합을 표시하는데 기 호 S (시 그마) 를 리용하면 간단하고 편 리하다. 
례를 들어 

n 

1 + 2 + 3 + "• + 자 = y) 

k=l 
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에서 

k=\ 



(증명) 1) 


2 ) 

에 서 

k ^\ 


n 


l 2 + 2 2 + ••- + n 2 = ^k 2 


k- 


n 


a \ + 公 2 + + a n = D k 


k=\ 


첨수소를 다른 글자로 바꾸어도 의미는 같다 


n 

고 次 ,. = a\ + 幻 !2 + + a n 

i=\ 


D 그 = a \ + 公 2 + "• + 次 n 

7=1 



z 의 성질 

1 ) Yj(a k +b k ) = Y j a k +Y^b k 

k-\ k-l k-\ 

n n 

2) ^ ca k 예: a k 어 는 소에 무관계한 수) 

k=\ k=\ 


^( a k -\- b k ) =(ai + bi ) + ( a 2 + b 2 ) + … + ( a n + b n ) 

k=i 

= ( a { + a 2 + … + a n ) + ( b x + b 2 + … + b n ) 

n n 

=Tj a k + Tjh 

k=i k=i 

n n 

조: ca k = c a \ + c 公 2 + ••• + c a n = c { a \ + 次 2 + ••• + a n ) = a k 

k=\ k=\ 


cik = c ( k = l ， 2，…， 자) 이 면 (:를 ^개 더 하는것 을 의 미 하므로 

__ ■ 

/yz - 

n 

/c — nc 

k=\ 

특히 C =1 이면 

n 

之1 = n 

k=l 

V 
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aT ^) 之(先 2 3 - 5 足 + i ) 을 구하여 라. 

k=\ 


(S0[) ^{k 2 -5^ + 1) = 호 》 2 - 土 5A + 土 1 

足 =1 k=\ k=\ k=\ 

= ~ n ( n +1)(2 穴 +1) - 5 • ~ n ( n +1) + " 


—n 

6 


{n + \){ln + 1 )- 1 5{n + 1)+6 





문 제 

1. 다음 수렬의 처음 n 개 마디의 합을 5：를 씨서 표시하여라. 

1) 1，8，27，64，… 2) 1，… 3) 1 - 3, 2.5，3 - 7, … 

4 9 

4) 4 2 , 7 2 , 10 2 , … 5) 3, 3, 3, … 6) a , aq ， aq 2 , … 

2. 다음 합을 구하여 라. 

1) 之야 2 - 4) 2) 之바 2 - 1) 

k=\ k=l 


련 습 문 제 


1 . 다음 합을 2를 쓰지 말고 표시 하여 라. 


5 

1) Z 


k- 


2 k 

先 +1 


2) J :2， +1 

/=0 


n 


3) ’조: f 메1” 

7=1 


2. 다음 수렬의 처음 n 개 마디의 합을 구하여 라. 

1) 9, 99, 999, 9 999, … 2) 1, 11, 111, 1 111, … 


3. 다음 합을 구하여 라. 


1) [先(足 + 1) 

k=\ 


2) [(足 2 -先 + 1) 


n 


3) Z 


1 


n 


tr (과 _ 1)(2 소 + 1) 


4) 하 1 广 1 


k=\ 


5) x - 2 x 2+ 3 _ 4x 4 + … +( - 1) 


4 


n~\ n 

nx 


2 k -1 

2 소- 1 
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6 ) 


1 +丄 + 


1 


2 2 -1 4 2 -1 6 2 -l 


(2 사 ) 2 - 1 


n 


4. Si = 1, S 


2 


2, …，、= 1 + 2 + … + 사일 때 를 구하여 라. 


k=\ 


제5절. 수학적귀납법 


沒述理述 


. 자연수 자에 

1 관계되는 

식 f(n) = (n 2 

— 

5 穴 

穴 = 1 일 

때 

/(I) = 

: a 2 - 

5 • 

1 

+ 

5) 

，厂2 일 

때 

m = 

(2 2 - 

5 • 

2 

+ 

5) 

穴 = 3 일 

때 

X 3) = 

(3 2 - 

5 • 

3 

+ 

5) 

穴=4 일 

때 

/(4) = 

(4 2 - 

5 • 

4 

+ 

5) 


5) 2 에서 


2 


2 


2 


이라는데로부터 n =5 일 때도/ (5)=1 이라고 말할수 있는가를 알아보아라. 

일반적 으로 자연수 ^에 관계되는 명제를 PGz ) 으로 표시하자. 

이 명제 가 몇개의 자연수에 대 하여 옳다고 하여 모든 자연수에 대 해서도 
옳다고 결 론할수는 없 다. 그렇 다고 하여 많은 자연수에 대 하여 하나하나 따져보는 
방법으로 옳다는것을 확인할수도 없다. 

몇개의 자연수에 대하여 명제 PGz ) 이 옳다는것을 확인한데 기초하여 모든 
자연수에 대해서도 옳다는 결론을 이끌어내는 증명방법이 있다. 



자연수 //에 관계되는 명제 PG /) 에 대하여 다음 두 
사실이 증명되면 P ⑴은 모든 자연수 사 에 대하여 듈다. 

1) pa) 이 듈다. 

2) P ⑴가 돌으면 P 0+1) 도 돌다. 


사실 1) 에 의하여 P ( l ) 이 옳기 때 문에 2) 에 의하여 P (2) 가 옳으며 또한 
P (3) 도 옳다. 

이 과정을 거듭하면 

P ( l ), P (2), P (3), … , PU ), … 


들이 다 옳다는것이 나온다. 

이러한 증명방법을 수학적귀납법이라고 부론다. 
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수학적귀납법은 자연수에 관계되는 명제들을 증명할 때 널리 쓰인다. 


aTT ) 수학적귀 납법 으로 다음 식 을 증명 하여 라. 

1 + 2 + ••• + ^2 = — n(n + 1) 

2 

(풀이) 1) 자 = 1 일 때 

왼변 = 1， 오른변:丄 • 1 • (1 + 1) =1 

2 

2) n = k 일 때 옳다고 하자. 즉 

1 + 2 + … + k =- k(k + 1) 

2 

그러면 자=足+1일 때 

1+2+ … +灰 +( 足 + l ) = — k { k + 1) + ( 灰+1) = 

2 

= — (、k + 1) ( k + 2) = — (k +1) [(k +1)+1] 
2 2 


이 리하여 모든 자연수 n 에 대 하여 같기식 이 성 립한다. 


례 2〕 ) 수학적 귀 납법 으로 모든 ^에 대 하여 안같기 식 

( l + h) n > • h (h > -1) 

이 성 립 한다는것 을 증명하여 라. 

(풀이) 1) n=l 일 때 

왼변 = ( l +/ z ) = l +/ z , 오른변 = 1+1 . h =1 + h 

2) n = k 일 때 옳다고 하자. 즉 

(1 + h) k > 1 + kh 

그러면 자 = 足 +1 일 때 

( l +/ z / +1 =( l + h )\ l + h )>( l + kh ) (1+ h ) 

= 1 + ( k + l ) h + kh 2 >1+( 足 +1 )久 

즉 안같기식 이 성 립한다. 

이 리 하여 모든 ^7에 대 하여 안같기 식 이 성 립 한다. 


문 제 

1. 다음것을 수학적귀 납법 으로 증명 하여 라. 

1) 之(2"-1) = n 2 2) 之바 + 1) = - n(n + 1) (穴+ 2) 

k=\ k=\ 3 
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3) X —^丄 
k= i k(k + 1) n-\-l 

2. 첫째 마디가 a ， 공통차가 J 인 같은차수렬의 일반마디는 … = a + 02 _ l )( i 라는것을 
수학적 귀 납법 으로 증명하여 라. 

3. 모든 자연수 n 에 대 하여 一 +5 n 은 6으로 완제 된 다는것 을 증명하여 라. 

수학적귀 납법 으로 명제 PU ) 을 증명할 때 첫째 단계 1) 에서 언제 나 斤1일 때 
를 따져야 하는것은 아니다. 명제의 내용에 따라 0 또는 1보다 큰 어떤 자연수 n 0 
에 대하여 따져볼수도 있다. 

례 군) 수학적귀납법으로 m >5 일 때 안같기식 2”〉사 2 이 성립한다는것을 증명 
하여 라. 

(풀이) 1) 사=5일 때 2 5 =32〉5 2 =25 

2) n = k 일 때 안같기 식 이 성 립 한다고 하자. 

즉 2 k > k 2 

그러면 n = k + 1 일 때 

2 쇼+1 =2 . 2 k > 2 • k 2 

이 고 A ： > 3 일 때 

2 k 1 一 (소 + I ) 2 = k 2 - 2 k ~ 1 = ( k _ l ) 2 - 2 > 0 
이므로 2 k+i > 2 k 2 > a + i ) 2 

따라서 M > 5 인 모든 자연수에 대 하여 안같기식 이 성 립한다. 


문 제 

1. 볼록자각형 의 아낙각들의 합이 ( n _ 2)180° 라는것 을 증명하여 라. 

2. n n+l >( n + l) n (心 3) 이 성 립 한다는것 을 증명 하여 라. 

3. 2 kg 짜리와 5 kg 짜리 저울추가 필요한만큼 있다고 하자. 이때 &4인 모든 nkg 
의 물건을 달수 있 다는것 을 증명하여 라. 

4. 자연수 ^에 대 하여 다음의 안같기 식 이 성 립 한다는것 을 수학적 귀 납법 으로 증명 
하여 라. 

(1 + 2 + … + n ) (1 + — + — + … +丄) > n 2 

2 3 n 
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련습 문제 


. 수학적귀납법으로 다음 식을 증명 하여 라. 


穴 


1) = — n(n + \){2 n + 1) 


k=\ 


n 


2 ) Ya h 


k=\ 


~ n{n + \) 


2 


n 


3) V k{k +1)( 足 + 2) = — n(n + \){n + 2)( 穴 + 3) 

쇼」 4 


k=\ 


2. 수학적 귀 납법 으로 다음 안같기식 을 증명하여 라. 

1) 2 n < n \ ( n > A ) 2) 2 n +1 >2 n+b 

3) | sin nx \ < n \ sinx | 


4) 



+ ....+ 


2 


n 


< 2 -_ 

n 


( 穴〉 1) 


5) 



(x > 0, 


•y 〉 0) 


3. 다음 명제를 증명하여 라. 

1) 一 +2 n 은 3으로 완제된다. 


2) 3"_2사-1은 4로 완제된다. 

3) 볼록^2각형 의 대 각선의 개 수는 이 다. 

2 

4) m 이 홀수이면 자 2 -1은 8로 완제 된 다. 

5) 자 5 -자은 5로 완제된다. 

4. 1 = 1 2 

2+3+4=9=3 2 

3+4+5+6+7=25=5 2 

4+5+6+7+8+9+10=49=7 2 

이 같기식 이 주는 일 반법 칙 을 끌어 내 고 수학적 귀 납법 으로 증명하여 라. 
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1. 다음 수렬의 일 반마디 를 구하고 15째 마디 를 써 라. 


2 3 4 

1) 1， 


2 ) 


2 4 


6 

7 


8 

9 


3) 1，0，—, 0, —, … 4) -1， — , , —, 

3 5 2 3 4 

2. 다음 점 화식 으로 주어 진 수렬 의 처 음 5개마디 와 100째 마디 를 써 라. 

1) a i = 3, a n = a n .\ + 2 ( n = 2 y 3, …) 

2) a i = 2, a n = 근 >• a n -\ ( n = 2, 3, …) 

3) g i = 2 ， ci n = 一 (公 穴- i + l ) ( ti = 2，3，…) 

2 

3. 같은차수렬 에 대하여 만든 다음 표에서 빈칸에 알맞는 수를 써넣 어 라. 


번 오 

，: • ' . - - 

| 

■■■ 

a \ 

pi 讀 ■■을 

T 

a 

n 

______ 

a n 

s „ 

ᄉ , 

용^^■률 

3 

5 

10 



蒼④我향표々:표차'경5 두 

2 

7 


9 

39 


Q 

o 

- 

1 

5 


61 


■■■■■■ 

4 




4 

54 

80 

::、，: 그아 혁 i ■월은 





4. 수렬 (心)과 (〜)이 같은차수렬이 면 ( a n + 도 같은차수렬이 라는것 을 증명하여 라. 

5. 수렬 «) 의 처 음 n 개 마디 의 합이 S „= 6 " + c 이 다. (니은 몇째 마디 부터 

같은차수렬을 이루는가? 


6. 모든 마디 가 정 수인 같은차수렬 (…) 에 대 하여 안같기식 


11 1 In 

—— + —— + ••• + —— >- 

a n a x + a n 


이 성 립 한다는것 을 증명하여 라. 
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7. S 찌 z (5^ _ 4) 인 수렬 (‘) 을 
구하여 라. 

8. 같은비수렬 ( a n ) 에 대하여 만든 
다음 표에서 빈칸에 알맞는 수를 
써넣어 라. 

9. a ' b = b .. c ， a = b + c , b = c + d , c = d + e°A 때 정수들의 수렬 a , 公, c , d ， e 는 같은비수렬이 
라는것을 밝히고 공통비를 구하여 라. 

10. S ᄍ=5" -1인 갈은비수렬 (니을 구하여라. 

11. 같은비수렬 을 이 루는 세 수의 합이 26 이 다. 이 수들에 각각 1，6, 3 을 더하면 
같은차수렬로 된다. 이 수들을 구하여 라. 

12. 경제적으로 쓸모있는 나무를 많이 심을데 대하여 주신 위대한 령도자 김정일대원수님 
의 유훈을 높이 받들고 한 농장에서는 올해에 10정보의 기름나무림을 조성하 
였 다. 다음해부터 기름나무림을 매해 10%씩 더 조성한다면 8년투에 는 모두 
몇 정 보의 기 름나무림 을 조성 하겠는가? 

13. 20 L 의 알콜이 들어있는 통에서 알콜 1 L 를 퍼내고 그만큼 물을 채웠다. 다시 
그 통에서 1 L 를 퍼내고 물을 그만큼 넣었다. 이렇게 10번 하면 통안에 알콜 
이 얼마나 남겠는가? 

14. 다음과 같이 늘여놓은 두 수의 쌍들의 렬이 있다. 

(1，1)，(2, 1)，(1，2)，(3, 1), (2, 2), (1, 3), (4, 1), (3, 2), (2, 3), 
(1, 4), (5, 1), (4, 2), (3, 3), (2, 4), (1, 5), (6, 1), … 

이 렬 에 서 ( m ， 시 은 처 음부터 몇 번째 에 놓이 는가? 

15. 세 자리 자연수가운데서 7 로 나눌 때 나머 지 가 2 인것 은 몇개 인가? 그것 들의 
합을 구하여 라. 

16. 세 자리 자연수가운데서 9 로 나누면 7 이 남고 15 로 나누면 4 가 남는 수들의 
합을 구하여 라. 

17. 1 000보다 작은 자연수가운데서 다음 합을 구하여 라. 

1) 3으로 완제되 는 수들의 합 2) 5로 완제되 는 수들의 합 

3) 3과 5로 완제 되 는 수들의 합 4) 3 또는 5로 완제되 는 수들의 합 



^ 흡^^^^^를하용 





13 1 (고 

幻나 

公 

yi 
# §/ 

幻， n 

느^〉 M 

n 





寒⑶찰않찰여찰《촬님; 疾^接변 ( 

S 혈발철瓦棟철발 험 

________ 

■용■를■용 

mWm 

■1 

1 

3 

6 



o 

LJ 


1/2 

8 

2 


多 f 多^ 分立시系 ■'$ 系系''立八 多^ 多창必 

Q 

2 


7 

1 458 


. . . 

4 


3 


567 

847 
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18. 3" 개 의 같은 수자로 이 루어 진 옹근수는 3" 으로 완제 된 다는것 을 증명하여 라. 

19. 수렬 “0이 점 화식 

公 ]_= —， 公1 + 公2 + • • • + 公 (게 — 1 ) 公穴 
2 

으로 주어졌을 때 수학적귀납법으로 


n{n + 1) 

임 을 증명하여 라. 

20 . 수렬 GO 이 점화식 이=1+(2, (2 ᄍ +1 = 丄+ (2(0<(2<1)을 만족시킨 다. 모든 자에 

a n 

대 하여 a n > 1 임 을 증명 하여 라. 

21. 자연수 자 에 대 하여 1+ — + — + … +- 드 n 을 증명 하여 라. 

2 3 2 n -1 

22. 수렬 1, 1+2, 1+2+2 2 ，…，1+2+2 2 +2 3 + … +2시의 n 째 마디까지의 합은 ( ) 

이다. 

1) T 2) 2 n ' l ~n 3) 2 n ~n 4) 2 n + l ~ n ~2 



아직도 풀리지 않은 문제- 골드바흐문제 



18세기에 활동한 도이췰란드의 수학자 골드바호는 당시 유명한 
수학자였던 오일레르에게 다음과 같은 문제를 편지로 보내였다. 

《4보다 작지 않은 모든 짝수는 두개의 씨수의 합으로 표시되고 7 
보다 작지 않은 모든 홀수는 세개의 씨수의 합으로 표시된다. » 


이에 대하여 오일레르는 회답편지를 보냈는데 거기에서《그 추 
측은 믿을수 있으나 증명하지 못하였다.〉〉고 썼다고 한다. 그리하 
여 이 문제가 유명해지게 되였다. 

세계의 수많은 학자들이 이것을 증명하려고 시도하였지만 아직 
까지 완전히 증명하지 못하였다. 다만 일부 부분적인 경우에만 증 
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상용로그수표 (1 




수 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

1.0 

.0000 

.0043 

.0086 

.0128 

.0170 

.0212 

.0253 

.0294 

.0334 

.0374 

1.1 

.0414 

.0453 

.0492 

.0531 

.0569 

.0607 

.0645 

.0682 

.0719 

.0755 

1.2 

.0792 

.0828 

.0864 

.0899 

.0934 

.0969 

.1004 

.1038 

.1072 

.1106 

1.3 

.1139 

.1173 

.1206 

.1239 

.1271 

.1303 

.1335 

.1367 

.1399 

.1430 

1.4 

.1461 

.1492 

.1523 

.1553 

.1584 

.1614 

.1644 

.1673 

.1703 

.1732 

1.5 

.1761 

.1790 

.1818 

.1847 

.1875 

.1903 

.1931 

.1959 

.1987 

.2014 

1.6 

.2041 

.2068 

.2095 

.2122 

.2148 

.2175 

.2201 

.2227 

.2253 

.2279 

1.7 

.2304 

.2330 

.2355 

.2380 

.2400 

.2430 

.2455 

.2480 

.2504 

.2529 

1.8 

.2553 

.2577 

.2601 

.2625 

.2648 

.2672 

.2695 

.2718 

.2742 

.2765 

1.9 

.2788 

.2810 

.2833 

.2856 

.2878 

.2900 

.2923 

.2945 

.2967 

.2989 

2.0 

.3010 

.3032 

.3054 

.3075 

.3096 

.3118 

.3139 

.3160 

.3181 

.3201 

2.1 

.3222 

.3243 

.3263 

.3284 

.3304 

.3324 

.3345 

.3365 

.3385 

.3404 

2.2 

.3424 

.3444 

.3364 

.3383 

.3502 

.3522 

.3542 

.3560 

.3579 

.3598 

2.3 

.3617 

.3636 

.3655 

.3674 

.3692 

.3711 

.3729 

.3747 

.3766 

.3784 

2.4 

.3802 

.3820 

.3838 

.3865 

.3874 

.3892 

.3909 

.3927 

.3945 

.3962 

2.5 

.3979 

.3997 

.4014 

.4031 

.4048 

.4065 

.4082 

.4099 

.4116 

.4133 

2.6 

.4150 

.4166 

.4183 

.4200 

.4216 

.4232 

.4249 

.4265 

.4281 

.4298 

2.7 

.4314 

.4330 

.4346 

.4363 

.4378 

.4393 

.4409 

.4425 

.4440 

.4456 

2.8 

.4472 

.4487 

.4502 

.4518 

.4533 

.4548 

.4564 

.4579 

.4594 

.4609 

2.9 

.4624 

.4639 

.4654 

.4669 

.4683 

.4698 

.4713 

.4728 

.4742 

.4757 

3.0 

.4771 

.4786 

.4800 

.4814 

.4829 

.4843 

.4857 

.4871 

.4886 

.4900 

3.1 

.4914 

.4928 

.4942 

.4955 

.4969 

.4983 

.4997 

.5011 

.5024 

.5038 

3.2 

.5051 

.5065 

.5079 

.5092 

.5100 

.5119 

.5132 

.5145 

.5159 

.5172 

3.3 

.5185 

.5198 

.5211 

.5224 

.5237 

.5250 

.5263 

.5267 

.5289 

.5302 

3.4 

.5315 

.5328 

.5340 

.5353 

.5366 

.5378 

.5391 

.5403 

.5416 

.5428 

3.5 

.5441 

.5453 

.5465 

.5478 

.5490 

.5502 

.5514 

.5527 

.5539 

.5551 

3.6 

.5563 

.5575 

.5587 

.5599 

.5611 

.5623 

.5635 

.5647 

.5658 

.5670 

3.7 

.5682 

.5694 

.5705 

.5717 

.5729 

.5740 

.5752 

.5763 

.5775 

.5786 

3.8 

.5798 

.5809 

.5821 

.5832 

.5843 

.5855 

. 5866 

.5877 

.5888 

.5899 

3.9 

.5911 

.5922 

.5933 

.5944 

.5955 

. 5966 

.5977 

.5988 

.5999 

.6010 

4.0 

.6021 

.6031 

.6042 

.6053 

.6064 

.6075 

.6085 

.6096 

.6107 

.6117 

4.1 

.6128 

.6138 

.6149 

.6160 

.6170 

.6180 

.6191 

.6210 

.6212 

.6222 

4.2 

.6232 

.6243 

.6253 

.6263 

.6274 

.6284 

.6294 

.6304 

.6314 

.6325 

4.3 

.6335 

.6345 

.6355 

.6365 

.6375 

.6385 

.6395 

.6405 

.6415 

.6425 

4.4 

.6435 

.6444 

.6454 

.6464 

.6474 

.6484 

.6493 

.6503 

.6513 

.6522 

4.5 

.6532 

.6542 

.6551 

. 6561 

.6571 

.6580 

.6590 

.6599 

.6609 

.6618 

4.6 

.6628 

.6637 

. 6646 

. 6656 

. 6665 

.6675 

.6683 

.6693 

.6702 

.6712 

4.7 

.6721 

.6730 

.6739 

.6749 

.6758 

.6767 

.6776 

.6785 

.6794 

.6803 

4.8 

.6812 

.6821 

.6830 

.6839 

.6848 

.6857 

. 6866 

.6875 

.6884 

.6893 

4.9 

.6902 

.6911 

.6920 

.6928 

.6937 

.6946 

.6955 

.6964 

.6972 

.6981 

5.0 

.6990 

.6998 

.7007 

.7016 

.7024 

.7033 

.7042 

.7050 

.7059 

.7067 

5.1 

.7076 

.7084 

.7093 

.7101 

.7110 

.7118 

.7126 

.7135 

.7143 

.7152 

5.2 

.7160 

.7168 

.7177 

.7185 

.7193 

.7202 

.7210 

.7218 

.7226 

.7235 

5.3 

.7243 

.7251 

.7259 

.7267 

.7275 

.7284 

.7292 

.7300 

.7308 

.7316 

5.4 

.7324 

.7332 

.7340 

.7348 

.7356 

.7364 

.7372 

.7380 

.7388 

.7396 
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상용로그수표 (2 


、 


수 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

5.5 

.7404 

.7412 

.7419 

.7427 

.7435 

.7443 

.7451 

.7459 

.7466 

.7474 

5.6 

.7482 

.7490 

.7497 

.7505 

.7513 

.7520 

.7528 

.7536 

.7543 

.7551 

5.7 

.7559 

.7566 

.7574 

.7582 

.7589 

.7589 

.7604 

.7612 

.7619 

.7627 

5.8 

.7634 

.7642 

.7649 

.7657 

.7664 

.7672 

.7679 

.7686 

.7694 

.7701 

5.9 

.7709 

.7716 

.7723 

.7731 

.7738 

.7745 

.7752 

.7760 

.7767 

.7774 

6.0 

.7782 

.7789 

.7796 

.7803 

.7810 

.7818 

.7825 

.7832 

.7839 

.7846 

6.1 

.7853 

.7860 

.7868 

.7875 

.7882 

.7889 

.7896 

.7903 

.7910 

.7917 

6.2 

.7924 

.7931 

.7938 

.7945 

.7952 

.7959 

.7966 

.7973 

.7980 

.7987 

6.3 

.7993 

.8000 

.8007 

.8041 

.8021 

.8028 

.8035 

.8041 

.8048 

.8055 

6.4 

.8062 

.8069 

.8075 

.8082 

.8089 

.8096 

.8102 

.8109 

.8116 

.8122 

6.5 

.8129 

.8136 

.8142 

.8149 

.8156 

.8162 

.8169 

.8176 

.8182 

.8189 

6.6 

.8195 

.8202 

.8209 

.8215 

.8222 

.8228 

.8235 

.8241 

.8248 

.8254 

6.7 

.8261 

.8267 

.8274 

.8280 

.8287 

.8293 

.8229 

.8306 

.8312 

.8319 

6.8 

.8325 

.8331 

.8338 

.8344 

.8351 

.8357 

.8363 

.8370 

.8376 

.8382 

6.9 

.8388 

.8395 

.8401 

.8407 

.8414 

.8420 

.8426 

.8432 

.8439 

.8445 

7.0 

.8451 

.8457 

.8463 

.8470 

.8476 

.8482 

.8488 

.8494 

.8500 

.8506 

7.1 

.8513 

.8519 

.8525 

.8531 

.8537 

.8543 

.8549 

.8555 

.8561 

.8567 

7.2 

.8573 

.8579 

.8585 

.8591 

.8597 

.8603 

.8609 

.8615 

.8621 

.8627 

7.3 

.8633 

.8639 

.8645 

.8651 

.8657 

.8663 

.8669 

.8675 

.8681 

.8686 

7.4 

.8692 

.8698 

.8704 

.8710 

.8716 

.8722 

.8727 

.8733 

.8739 

.8745 

7.5 

.8751 

.8756 

.8762 

.8768 

.8774 

.8779 

.8785 

.8791 

.8797 

.8802 

7.6 

.8808 

.8814 

.8820 

.8825 

.8831 

.8837 

.8842 

.8848 

.8854 

.8859 

7.7 

.8865 

.8871 

.8876 

.8882 

.8887 

.8893 

.8899 

.8904 

.8910 

.8915 

7.8 

.8921 

.8927 

.8932 

.8938 

.8943 

.8949 

.8954 

.8960 

.8965 

.8917 

7.9 

.8976 

.8982 

.8987 

.8993 

.8998 

.9004 

.9009 

.9015 

.9020 

.9025 

8.0 

.9031 

.9036 

.9042 

.9047 

.9053 

.9058 

.9063 

.9069 

.9074 

.9079 

8.1 

.9085 

.9090 

.9096 

.9101 

.9106 

.9112 

.9117 

.9122 

.9128 

.9133 

8.2 

.9138 

.9143 

.9149 

.9154 

.9159 

.9165 

.9170 

.9175 

.9180 

.9186 

8.3 

.9191 

.9196 

.9201 

.9206 

.9212 

.9217 

.9222 

.9227 

.9232 

.9238 

8.4 

.9243 

.9248 

.9253 

.9258 

.9263 

.9269 

.9274 

.9279 

.9284 

.9289 

8.5 

.9294 

.9299 

.9304 

.9309 

.9315 

.9320 

.9325 

.9330 

.9335 

.9340 

8.6 

.9345 

.9350 

.9355 

.9360 

.9365 

.9370 

.9375 

.9380 

.9385 

.9390 

8.7 

.9395 

.9400 

.9405 

.9410 

.9415 

.9420 

.9425 

.9430 

.9435 

.9440 

8.8 

.9445 

.9450 

.9455 

.9460 

.9465 

.9469 

.9474 

.9479 

.9484 

.9489 

8.9 

.9494 

.9499 

.9504 

.9509 

.9513 

.9518 

.9523 

.9528 

.9533 

.9538 

9.0 

.9542 

.9547 

.9552 

.9557 

.9562 

.9566 

.9571 

.9576 

.9581 

.9586 

9.1 

.9590 

.9595 

.9600 

.9605 

.9609 

.9614 

.9619 

.9624 

.9628 

.9633 

9.2 

.9638 

.9643 

.9647 

.9652 

.9657 

.9661 

. 9666 

.9671 

.9675 

.9680 

9.3 

.9685 

.9689 

.9694 

. 9699 

.9703 

.9708 

.9713 

.9717 

.9722 

.9727 

9.4 

.9731 

.9736 

.9741 

.9745 

.9750 

.9754 

.9759 

.9763 

.9768 

.9773 

9.5 

.9777 

.9782 

.9786 

.9791 

.9795 

.9800 

.9805 

.9809 

.9814 

.9818 

9.6 

.9823 

.9827 

.9832 

.9836 

.9841 

.9845 

.9850 

.9854 

.9859 

.9863 

9.7 

.9868 

.9872 

.9877 

.9881 

.9886 

.9890 

.9894 

. 9899 

.9903 

.9908 

9.8 

.9912 

.9917 

.9921 

.9926 

.9930 

.9934 

.9939 

.9943 

.9948 

.9952 

9.9 

.9956 

.9961 

.9965 

. 9969 

.9974 

.9978 

.9983 

.9987 

.9991 

. 9996 
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삼각비의 표 


、、 


각 

sin 

cos 

tan 

0 ° 

0.0000 

1.0000 

0.0000 

1 ° 

0.0175 

0.9998 

0.0175 

2 ° 

0.0349 

0.9994 

0.0349 

3 ° 

0.0523 

0.9986 

0.0524 

4 ° 

0.0698 

0.9976 

0.0699 

5 ° 

0.0872 

0.9962 

0.0875 

6 ° 

0.1045 

0.9945 

0.1051 

7 ° 

0.1219 

0.9925 

0.1228 

8 ° 

0.1392 

0.9903 

0.1405 

9 ° 

0.1564 

0.9877 

0.1584 

10 ° 

0.1736 

0.9848 

0.1763 

11 。 

0.1908 

0.9816 

0.1944 

12 。 

0.2079 

0.9781 

0.2126 

13 。 

0.2250 

0.9744 

0.2309 

14 ° 

0.2419 

0.9703 

0.2493 

15 。 

0.2588 

0.9659 

0.2679 

16 。 

0.2756 

0.9613 

0.2867 

17 。 

0.2924 

0.9563 

0.3057 

18 ° 

0.3090 

0.9511 

0.3249 

19 。 

0.3256 

0.9455 

0.3443 

20 ° 

0.3420 

0.9397 

0.3640 

21 。 

0.3584 

0.9336 

0.3839 

22 ° 

0.3746 

0.9272 

0.4040 

23 。 

0.3907 

0.9205 

0.4245 

24 。 

0.4067 

0.9135 

0.4452 

25 。 

0.4226 

0.9063 

0.4663 

26 。 

0.4384 

0.8988 

0.4877 

27 。 

0.4540 

0.8910 

0.5095 

28 。 

0.4695 

0.8829 

0.5317 

29 。 

0.4848 

0.8746 

0.5543 

30 ° 

0.5000 

0.8660 

0.5774 

31 。 

0.5150 

0.8572 

0.6009 

32 。 

0.5299 

0.8480 

0.6249 

33 。 

0.5446 

0.8387 

0.6494 

34 ° 

0.5592 

0.8290 

0.6745 

35 。 

0.5736 

0.8192 

0.7002 

36 。 

0.5878 

0.8090 

0.7265 

37 ° 

0.6018 

0.7986 

0.7536 

38 ° 

0.6157 

0.7880 

0.7813 

39 。 

0.6293 

0.7771 

0.8098 

40 ° 

0.6428 

0.7660 

0.8391 

41 ° 

0.6561 

0.7547 

0.8693 

42 。 

0.6691 

0.7431 

0.9004 

43 ° 

0.6820 

0.7314 

0.9325 

44 ° 

0.6937 

0.7193 

0.9657 

45 。 

0.7071 

0.7071 

1.0000 


각 

sin 

cos 

tan 

46 ° 

0.7193 

0.6947 

1.0355 

47 ° 

0.7314 

0.6820 

1.0724 

48 ° 

0.7431 

0.6691 

1.1106 

49 ° 

0.7547 

0.6561 

1.1504 

50 ° 

0.7660 

0.6428 

1.1918 

51 ° 

0.7771 

0.6293 

1.2349 

52 ° 

0.7880 

0.6157 

1.2799 

53 ° 

0.7986 

0.6018 

1.3270 

54 ° 

0.8090 

0.5878 

1.3764 

55 ° 

0.8192 

0.5736 

1.4281 

56 ° 

0.8290 

0.5592 

1.4826 

57 ° 

0.8387 

0.5446 

1.5399 

58 ° 

0.8480 

0.5299 

1.6003 

59 ° 

0.8572 

0.5150 

1.6643 

60 ° 

0.8660 

0.5000 

1.7321 

61 ° 

0.8746 

0.4848 

1.8040 

62 ° 

0.8829 

0.4695 

1.8807 

63 ° 

0.8910 

0.4540 

1.9626 

64 ° 

0.8988 

0.4384 

2.0503 

65 ° 

0.9063 

0.4226 

2.1445 

66 ° 

0.9135 

0.4067 

2.2460 

67 ° 

0.9205 

0.3907 

2.3559 

68 ° 

0.9272 

0.3746 

2.4751 

69 ° 

0.9336 

0.3584 

2.6051 

70 ° 

0.9397 

0.3420 

2.7475 

71 ° 

0.9455 

0.3256 

2.9042 

72 ° 

0.9511 

0.3090 

3.0777 

73 ° 

0.9563 

0.2924 

3.2709 

74 ° 

0.9613 

0.2756 

3.4874 

75 ° 

0.9659 

0.2588 

3.7321 

76 ° 

0.9703 

0.2419 

4.0108 

77 ° 

0.9744 

0.2250 

4.3315 

78 ° 

0.9781 

0.2079 

4.7046 

79 ° 

0.9816 

0.1908 

5.1446 

80 ° 

0.9848 

0.1736 

5.6713 

81 ° 

0.9877 

0.1564 

6.3138 

82 ° 

0.9903 

0.1392 

7.1154 

83 ° 

0.9925 

0.1219 

8.1443 

84 ° 

0.9945 

0.1045 

9.5144 

85 ° 

0.9962 

0.0872 

11.4301 

86 ° 

0.9976 

0.0698 

14.3007 

87 ° 

0.9986 

0.0523 

19.0811 

88 ° 

0.9994 

0.0349 

28.6363 

89 ° 

0.9998 

0.0175 

57.2900 

90 ° 

1.0000 

0.0000 
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같은비수렬 (185) 

Geometric progression 

reoMeTpHHecKa^ nporpeccn^ 

같은차수렬 (180) 

Arithmetic progression 

ApH(|)MeTHHecKa^ nporpeccn^ 

거물함수 (40) 

Inverse function 

OSparaa^ 당 yHKu;n 요 

공통비 (185) 

Common ratio 

OSmee OTHomeHHe 

공통차 (180) 

Common difference 

06mma 요 pa3HOCTb 

넘기기 (37) 

Mapping 

OTo6pa)KeHHe 

닮음 (3) 

Similarity 

noAo6ne 

로그식 (130) 

Logarithmic expression 

JIorapH(|3MHHecKoe Bbipa^Kemie 

무리함수 (56) 

Irrational function 

Hppan ； HOHajibHa^ 4>yHKij ； H^ 

분수함수 (53) 

Fractional function 

^po6Ha^ 상 

삼각비 (29) 

Trigonometric ratio 

TpHOHOMeTpHHecKoe OTHomeHHe 

수렬 (177) 

Sequence 

nocne^OBaTejibHOCTb 

수학적귀납법 (193) 

Mathematical induction 

MaTeMaTHHecKa^ hh^yki^hh 

지수식 (124) 

Exponential expression 

rioKa3aTejibHoe Bbipa^Kemie 

함수 (37) 

Function 

OyHKI^HH 
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